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摘 要： 笔者介绍了一种在 ＰＧＩ Ｆｏｒｔｒａｎ平台上开发的重力三维 ＧＰＵ并行反演算法。 该方法采用重加权正则化共轭

梯度算法（Ｒｅ⁃Ｗｅｉｇｈｔ Ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄ Ｃｏｎｊｕｇａｔｅ Ｇｒａｄｉｅｎｔ），可以在具有 ＮＶＩＤＩＡ显卡的个人计算机上使用 ＣＵＤＡ进行并

行计算，无需借助工作站即可实现几十至上百倍的计算加速，提供稳定可信的反演结果。 并对可视化操作系统进

行了优化，实现了在高端计算机系统上亿网格点的反演计算，同时在中、低端计算机也可以实现加速。 模型计算结

果表明，该算法是一种高效且可靠的重力三维反演并行方法。
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  重力勘探由于其成本较低、施工方法方便等，被
广泛应用于大尺度的地质异常体勘查、大范围找矿

普查、以及小比例尺密度三维地质建模等工作中。
目前常用的反演方法有两种，２．５维联合 ３维界面反

演［１－２］和三维物性反演。 通过对地下介质进行三维

网格剖分，反演每个网格单元的物性，从而得到地质

异常体的物性分布与形态特征［３］。
对于复杂结构目标体的三维反演，由于受到数

据计算与存储量的限制，主要采用的是三维物性反

演。 即便如此，重力场计算的三维正演模拟和反演

中依旧面临着很大的数据处理量，使用传统的线性

反演，往往数百万个网格点的计算就会超过个人计

算机的内存处理范围。 由于计算机内存与 ＣＰＵ 计

算效率的瓶颈，很大程度上限制了数据处理解释工

作的品质。 为了解决这个问题，近十几年来，并行计

算成为了主流的研究方向。 Ｃｈｅｎ等［４－５］采用了基于

Ｃ语言的 ＣＵＤＡ代码实现了重力的三维正演成像；
林巍等［６］利用 ＧＰＵ 遗传算法实现了海洋重力三维

反演；Ｃｕｍａ等［７－８］实现了基于 ＣＰＵ的 ＯｐｅｎＭＰ 算法

加速与基于 ＧＰＵ 的 ＯｐｅｎＡＣＣ 算法加速，提供了在

服务器等高性能计算机集群上实现重力反演计算的

方法。 从硬件结构上来看，相较于目前仅有数个、数

十个核的 ＣＰＵ，拥有数百甚至数千个核的 ＧＰＵ在处

理大数据量的简单运算，如重力反演大矩阵运算上，
有着天然的优势。

笔者在 ＰＧＩ Ｆｏｒｔｒａｎ 平台上采用传统 Ｆｏｒｔｒａｎ 语

言与 ＣＵＤＡ 语言混编，将重加权正则化共轭梯度

（ Ｒｅ⁃ｗｅｉｇｈｔｉｎｇ Ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄ Ｃｏｎｊｕｇａｔｅ Ｇｒａｄｉｅｎｔ，
ＲＲＣＧ）三维重力场反演算法进行重组，使其可以在

个人台式计算机与笔记本计算机上使用 ＧＰＵ 进行

并行计算，正则化的使用使反演结果稳定可信、具有

物理意义；放弃存储敏感度矩阵 Ａ，从而使得计算效

率与数据处理量同时得到提高；引入了线程多次调

用与敏感度范围（ｆｏｏｔｐｒｉｎｔ）搜索，实现了存储扩容与

反演加速。 为了验证程序的正确性，我们采用相同

算法的 ＭＡＴＬＡＢ 传统代码进行了比对测试。 该方

法可以有效的在个人计算机上解决上亿网格点的反

演计算问题，为解决大数据量的三维重力反演提供

了新的方法思路。

１ 正演与反演

１．１ 正演算法

虽然对于重力分量体积分的解析解是可以直接

求取的，但为考虑并行计算的效率，笔者仍采用常用



物 探 与 化 探 ４０卷  

的离散化单点积分：将地下介质划分成均匀的立方

体网格，并假设网格内部密度均匀统一，经过网格离

散化以后，在重力测量中常用的垂直分量计算公式

可以表示为

ｇｚ（ｒ） ＝ γ∑
Ｎｍ

ｋ ＝ １
ρｋ

ｚｋ － ｚ
｜ ｒ － ｒ′ ｜ ３

ΔｘΔｙΔｚ （１）

离散形式。 其中：γ 表示万有引力常数；Ｎｍ 表示立

方体网格总数；ｋ 表示网格点编号；矢量 ｒ′ ＝ （ ｘ′，
ｙ′， ｚ′），ｒ＝（ｘ， ｙ， ｚ）分别表示观测点和源网格中心

点的位置；ｚ 和 ｚ′分别表示观测点和源中心点在垂直

方向上的位置；Δｘ， Δｙ， Δｚ 分别表示划分立方体网

格沿相对坐标轴三个方向的长度；ρ 表示立方体网

格的密度。
在这种条件下，求观测点重力异常值的过程可

以看成是一个线性算子 Ａ 与密度分布矢量 ｍ 之间

的运算

ｄ ＝ Ａｍ， （２）
其中：ｄ 表示为一个长度为 Ｎｄａｔａ的观测点空间分布

矢量，ｍ 表示为一个长度为 Ｍｃｅｌｌ的空间密度分布矢

量，Ａ 表示重力垂直分量的线性算子，在这样的线性

问题下，Ａ 也是反演问题中的敏感度矩阵。
１．２ 反演算法

考虑到并行计算速度，笔者在反演中采用的是

重加权的正则化共轭梯度（ＲＲＣＧ）算法，Ｔｉｋｈｏｎｏｖ
正则化的引入，可以压制由于数据噪声与多解性引

起的反演结果不稳定与物理意义不明确 ［９－１０］，而不

同的加权因子可以在平滑解与有明显边界的解之间

进行平衡，重加权（Ｒｅ⁃ｗｅｉｇｈｔｉｎｇ）可以在迭代过程中

动态调整正则化因子 α 的范围，可以在保证数据品

质的前提下加快收敛速度。 笔者仅介绍与并行计算

相关的算法流程，对于加权因子与正则化因子的选

择与更新方式不再介绍，可详见文献［９］。
ＲＲＣＧ反演算法求取的是参数泛函（ Ｐａｒａｍｅｔｅｒ

Ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ）的极小值，其完整形式可以表示为

Ｐα（ｍ） ＝ （ＷｄＡｍ － Ｗｄｄ） Ｔ（ＷｄＡｍ － Ｗｄｄ） ＋
α（ＷｅＷｍｍ －ＷｅＷｍｍａｐｒ）Ｔ（ＷｅＷｍｍ －ＷｅＷｍｍａｐｒ），（３）

其中：ｄ 为观测数据矢量；ｍ 为模型矢量；Ａ 为正演

算子；ｍａｐｒ是先验模型矢量；α 是正则化参数，用来平

衡右式第一项误差泛函（ｍｉｓｆｉｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ）与第二项

稳定泛函（ｓｔａｂｉｌｉｚｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ）；Ｗｄ、Ｗｍ 分别是数据

和模型加权矩阵，Ｗｅ 是聚焦加权矩阵。 在位场反演

中，不对观测数据加权，即 Ｗｄ 为单位矩阵，而 Ｗｍ

与 Ｗｅ 皆为对角阵，针对不同问题有不同的调整方

法。
共轭梯度法的是计算是用迭代计算替代求逆矩

阵计算，迭代计算的每一步的计算流程如下［１１］

ｒｎ ＝ Ａｍ － ｄ， （４）

ｌαｎ ＝ ＦＴ
ｍｎ
ｒｎ ＋ αｎ（ＷｍＷｅ） ２（ｍｎ － ｍａｐｒ）， （５）

βαｎ
ｎ

＝
‖ｌαｎｎ ‖

２

‖ｌαｎ－１ｎ－１ ‖
２
， ｌ~αｎｎ ＝ ｌαｎｎ ＋ βαｎ

ｎ ｌ~αｎ－１ｎ－１ ， ｌ
~α０
０

＝ ｌα００ ，

（６）

ｋαｎｎ ＝
（ｌ~αｎｎ ，ｌ

αｎ
ｎ ）

‖Ｆｍｎ
ｌ~αｎｎ ＋ αＷｍＷｅｌ~

αｎ
ｎ ‖

２
， ｍｎ＋１ ＝ ｍｎ － ｋαｎｎ ｌ

~αｎ
ｎ ，

（７）
其中：ｒｎ 表示剩余误差矢量；ｎ 表示迭代次数；ｌｎ 表

示梯度法迭代方向矢量，ｌ~ｎ 表示共轭梯度法迭代方

向矢量；Ｆ 表示 Ｆｒｅｃｈｅｔ 导数矩阵；在线性反演问题

中 Ｆ＝Ａ；ｋｎ 表示每一次迭代的迭代步长；αｎ 是每一

步迭代的正则化参数。
传统的串行 ＲＲＣＧ 反演中需要计算、存储敏感

度矩阵 Ａ 并反复读取，顺序计算每一个迭代步骤，
直到迭代满足次数条件或误差条件从而停止。 Ａ 矩

阵是一个与数据及模型尺度相乘有关的大矩阵，在
大型三维反演中存储和读取耗时且困难，成为限制

常规 ＲＲＣＧ线性反演的重要因素。

２ ＧＰＵ算法设计

２．１ ＧＰＵ与 ＣＵＤＡ
ＧＰＵ（Ｇｒａｐｈｉｃｓ Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ Ｕｎｉｔ），即图形处理单

元，计算方式高度并行，计算能力强大，被早期的科

研工作者用于提高通用计算的计算速度。 而近十年

来，由于 ＣＵＤＡ的出现，才使得 ＧＰＵ 成为一种不需

要掌握图形计算基础就可以使用的通用并行计算工

具［１２］。 ＣＵＤＡ（Ｃｏｍｐｕｔｅ Ｕｎｉｆｉｅｄ Ｄｅｖｉｃｅ Ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ）
是由 ＮＶＩＤＩＡ 提供的通用 ＧＰＵ 编程语言架构，目前

可以支持在 Ｃ、Ｆｏｒｔｒａｎ、Ｍａｔｌａｂ 等多种语言平台下使

用 ＣＵＤＡ语句调用 ＧＰＵ计算单元进行并行计算。
ＣＵＤＡ是最适合应用在位场线性三维反演中的

并行计算手段之一。 首先，采用 ＲＲＣＧ 反演方法，
其流程是用迭代算法，每个计算步骤都可以简化为

相互独立的矩阵与矢量进行简单运算，为并行计算

提供了条件；其次，与传统的 ＣＰＵ串行或并行相比，
ＧＰＵ的计算核心数量有绝对领先的优势，相较于目

前高端个人计算机拥有的 １６ 个或 ３２ 个计算核心，
个人显卡即可拥有 ４００～６００个，甚至最高超过 ２０００
个 ＧＰＵ计算核心；最后，相比于最近发布的另一种

ＧＰＵ计算标准 ＯｐｅｎＡＣＣ，虽然 ＣＵＤＡ需要更多的对

·０８１·
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计算过程的控制和分配，即更多的对于常规反演代

码的改编，但同时留有更多对显存地控制和深度开

发的余地。
与此同时，在拥有良好的算法结构与计算控制

的情况下，与 ＯｐｅｎＡＣＣ 相比，ＣＵＤＡ 的计算效率可

以最多提高一倍以上［１３］。 因此，笔者采用了基于

ＰＧＩ Ｆｏｒｔｒａｎ的 ＣＵＤＡ作为并行算法的开发平台。
２．２ ＲＲＣＧ反演的并行设计

ＲＲＣＧ反演迭代流程中的每一步计算结果皆为

标量或矢量而非矩阵，在实际运算中，标量与矢量相

互间的运算速度非常快，可交由 ＣＰＵ 计算，而需要

并行的部分是与敏感度矩阵 Ａ 及其转置有关的矩

阵运算。 可以按照计算方式将并行部分分为两类：
数据尺度 Ｎｄａｔａ的并行，即与 Ａ 矩阵有关的矩阵运

算，计算结果为数据长度的矢量 Ｉｐａｒ； 模型尺度 Ｍｃｅｌｌ
的并行，与 Ａ 矩阵转置有关的矩阵运算，计算结果

为模型尺度Ｍｃｅｌｌ的矢量 Ｊｐａｒ。 由此，可以将迭代公式

改写为

ｒｎ ＝ Ｉｐａｒ１［Ｎｄａｔａ］ － ｄ， （８）
ｌαｎ ＝ Ｊｐａｒ１［Ｍｃｅｌｌ］ ＋ αｎ（ＷｍＷｅ） ２（ｍｎ － ｍａｐｒ），（９）

βαｎ
ｎ

＝
‖ｌαｎｎ ‖

２

‖ｌαｎ－１ｎ－１ ‖
２
，

ｌ~αｎｎ ＝ ｌαｎｎ ＋ βαｎ
ｎ ｌ~αｎ－１ｎ－１ ， ｌ

~α０
０

＝ ｌα００ ， （１０）

ｋαｎ
ｎ

＝
（ ｌ~αｎｎ ，ｌ

αｎ
ｎ ）

‖Ｉｐａｒ２［Ｎｄａｔａ］ ＋ αＷｍＷｅ ｌ~
αｎ
ｎ ‖

２
，

ｍｎ＋１ ＝ ｍｎ － ｋαｎ
ｎ ｌ~αｎｎ ， （１１）

其中：矢量 Ｉｐａｒ１、Ｉｐａｒ２与 Ｊｐａｒ１分别代表了上文所述的

两类并行化的矩阵运算的结果。
将矩阵与矢量的乘积运算拆分，分配给 ＧＰＵ计

算单元，让每个单元独立进行网格体积、观测点距离

等计算，只输出结果矢量。 通过这样的调整，无需像

传统方法一样预先将庞大的敏感度矩阵 Ａ 存入系

统内存，大大降低了对系统内存的需求（图 １ｂ、１ｃ）；
且每次重新计算与 Ａ 矩阵有关的矢量所消耗的时

间要远远低于访问庞大矩阵所花费的时间，提高了

计算效率。 对于无需并行的部分，交由 ＣＰＵ进行串

行计算，迭代计算流程如图 １ａ所示。
２．３ 计算效率

为验证并行计算的加速效率，将并行代码与采

用相同反演算法的常规串行代码进行计算时间比

较，比较代码的计算结果由犹他大学蔡红柱博士提

供，编程平台为 ＭＡＴＬＡＢ，重力垂直分量模拟测量点

５ ０００个。 计算数据在同一台中端笔记本计算机上

获得，该机型拥有 １６Ｇｂ 内存，ＣＰＵ 是拥有 ４ 核 ８ 线

程的 ｉ７⁃４７１０，主频率为 ２． ５０ ＧＨｚ；显卡为 ＧｅＦｏｒｃｅ
８ ６０ｍ，拥有６４０个ＧＰＵ计算单元与４Ｇｂ显存，使
用其中的５１２个单元，下文中所涉及的所有计算均采

图 １ 并行化 ＲＲＣＧ三维反演计算流程

·１８１·
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表 １ 串行与并行代码 ＲＲＣＧ反演单次迭代计算时间对比

网格数量 串行代码单次迭代时间 ／ ｓ 并行代码单次迭代时间 ／ ｓ

６４０００（４０×４０×４０） ０．４４ ０．０９８
５１２０００（８０×８０×８０） ３．７３ ０．７４

１００００００（１００×１００×１００） １９６．１３ １．４７
２００００００（１００×１００×２００） 内存溢出 ２．８６

用相同配置。 计算时间如表 １所示。
  从表中可以看出，随着网格数量的增加，传统串

行方法中对敏感度矩阵 Ａ 的计算与存储将会占用

大量的计算时间与内存，当网格数量达到 １００ 万以

上时，１６ Ｇｂ 的计算机内存已经不足以支持存储 Ａ
矩阵。 相反，经过 ＧＰＵ 并行的反演算法，由于矩阵

运算已经分配到 ＧＰＵ计算单元中，只存储与 Ａ 及其

转置矩阵有关的矢量，即矢量 Ｉ 与 Ｊ，从而克服了内

存占用的瓶颈，迭代计算时间也仅仅表现出随网格

数量增加而近似线性增加的关系。
综上，通过将重力三维反演直接并行化，已经可

以实现在相同整机配置水平下 ＣＰＵ 计算性能的几

十甚至几百倍的加速。 然而由于 ＧＰＵ 使用本身的

原因，单次迭代时间被限制在了 ５ ｓ 以内，从而网格

点数量被限制在了 ４００万左右。 将介绍两种优化计

算的方法，进一步提高计算网格上限与计算速度。

３ 优化计算技术

３．１ 线程多次调用

个人计算机常用的操作系统，无论是 Ｌｉｎｕｘ、
Ｍａｃ 或 ｗｉｎｄｏｗｓ，都拥有可视化桌面 （ Ｖｉｓｕａｌ Ｗｉｎ⁃
ｄｏｗｓ）功能，当使用 ＣＵＤＡ 语言调用 ＧＰＵ 线程进行

工作时，单次运算的时间如果超过 ５～１５ ｓ，为保护可

视化界面的正常功能，并行计算将会被系统强制停

止，这种问题称之为“调用瓶颈”。 为此，采取 ＧＰＵ
线程多次调用技术，尽可能的将 ＧＰＵ计算单元的单

次时间使用压制在 ５ ｓ以内。
具体做法是在 ＣＰＵ 调用 ＧＰＵ 线程之前，将单

个 ＧＰＵ核心的计算量以 Ｍｃｅｌｌ的整数倍进行切割，减
少 ＧＰＵ计算单元内部的 ｌｏｏｐ循环大小，从而减少单

次计算时间。 在计算 Ｉｐａｒ矢量时，由于每次调用仅计

算每一个数据点的部分结果，对计算结果进行累加

即得到完整的迭代解。 而计算 Ｊｐａｒ矢量时，则需要

对每次调用的运算结果进行矢量拼接。
对多次调用优化后的代码进行了单次迭代时间

测试，结果如表 ２所示，其中单次时间溢出表示单次

线程计算时间超过调用瓶颈。 结果表明，多次调用

线程可以克服 ＧＰＵ计算吞吐量与调用的瓶颈，大大

的增加计算网格的数量，如不考虑时间成本，可以提

高到百亿级别；计算时间与计算网格数量的大小呈

明显线性关系，而由于多次调用增加的 ＣＰＵ与 ＧＰＵ
通讯时间的开销可以忽略不计；同时可以预见的是，
该方法使得计算速度较差的低端图形处理器同样可

以克服调用瓶颈，达到扩大计算网格量的目的。

表 ２ 不同网格数目与线程调用次数情况下的单次迭代时间对比

网格数目

调用次数

６４０００
（４０×４０×４０）

１００００００
（１００×１００×１００）

８００００００
（２００×２００×２００）

６４００００００
（４００×４００×４００）

２１６００００００
（６００×６００×６００）

１ ０．０９８ ｓ １．４１ ｓ 单次时间溢出 单次时间溢出 单次时间溢出

５ ０．１１ ｓ １．４７ ｓ １１．１３ ｓ 单次时间溢出 单次时间溢出

２０ ０．１５ ｓ １．４８ ｓ １２．０２ ｓ 单次时间溢出 单次时间溢出

５０ ０．２６ ｓ １．５９ ｓ １２．５６ ｓ ９５．４５ ｓ 单次时间溢出

８０ ０．３５ ｓ １．６７ ｓ １２．８８ ｓ ９６．２ ｓ ３１９．５ ｓ
１００ ０．４１ ｓ １．６９ ｓ １３．０１ ｓ ９６．９ ｓ ３２０．６ ｓ

３．２ 敏感范围搜索

采用的另一种优化技术是敏感度范围搜索，这
是一项目前在航空电磁、重力、重力梯度等反演中较

为广泛使用的计算优化技术［７，１４，１５］。 不同的地球物

理场之间有着不同的影响范围，对于单个观测点而

言，在某个范围外的异常体对其造成的影响几乎可

以忽略，这个范围就被称作为敏感范围，即 ｆｏｏｔｐｒｉｎｔ。
如重力垂直分量的反演中，可以仅考虑约 ２０ ｋｍ 范

围以内的密度异常体对观测点的影响，这对于上百

公里尺度的航空重力反演而言，可以很大幅度的减

少计算量。 笔者对于敏感范围搜索的主要创新在

于，在多次线程调用代码结构下实现了敏感范围搜

索算法。
如图 ２ 所示，在线程多次调用结构下，每个

ＧＰＵ计算节点单次处理的网格数量由整个计算域

变成了顺序排列的“网格墙”。 我们采用了一种圆

·２８１·
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柱形的敏感范围计算方法，即只判定水平距离。 当

计算 Ｉｐａｒ矢量时，如果观测点的敏感度覆盖半径小于

观测点到网格墙水平距离的最小值时，则抛弃整堵

“墙”，进入下一次 ＧＰＵ 调用。 反之，则计算每个网

格点与观测点的水平距离，判断其是否在计算覆盖

半径以内（图２ａ） 。当计算Ｊｐａｒ矢量时，则计算其对

图 ２ 线程多次调用结构下的 ＧＰＵ并行敏感范围搜索示意

覆盖半径内的所有观测点的影响（图 ２ｂ）。
综上，多次调用线程的使用，提高了并行算法的

最大适用网格数。 在此基础上引入的敏感范围搜

索，又进一步在面对大尺度的重力反演中，成比例的

减少迭代计算时间。

４ 模型计算

为验证并行程序的正确性与有效性，设计一个

长、宽均为 ５０ ｋｍ，深度 ３０ ｋｍ的反演区域，区域中心

安 放了密度异常为Δρ＝ １ｇ ／ ｃｍ３，长、宽、高分别为１０
ｋｍ、１０ｋｍ与１ｋｍ的密度异常体薄板，ｘ方向中轴

图 ３ 模型计算参数与结果
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截面如图 ３ｂ中所示，正演网格采用了 ｘ·ｙ·ｚ 三方

向 １００×１００×６０ 设计，边长为 ５００ ｍ，得到正演拟合

等值面如图 ３ａ中所示。
  分别采用了 ５０×５０×３０ 与 １００×１００×３０ 的网格

数量进行反演计算，并 ５０×５０×３０ 传统串行反演进

行比对。 为验证优化算法正确性，并行代码中强行

设置了分五次调用 ＧＰＵ线程，并设置了 ２０ ｋｍ 的敏

感度范围，而串行代码中使用常规 ＲＲＣＧ 方法。 反

演设定误差小于 ５％时停止迭代，结果如图 ３ 中所

示。 同等网格条件下的并行计算反演结果与传统

ＲＲＣＧ方法所得结果基本一致，验证了上述优化算

法代码的正确性。 而在传统 ＲＲＣＧ 算法已经内存

溢出的细网格条件下，并行计算结果更真实的反映

了异常体的形态与峰值，体现了在大尺度重力计算

中，优化后的并行计算在反演精度上的优势。

５ 结论与建议

１） 通过 ＣＵＤＡ 语言 ＧＰＵ 的并行算法设计，提
高了 ＲＲＣＧ反演计算的效率与计算容量；采用优化

算法进一步提高了海量三维网格处理的能力与计算

速度。 算法通过了模型计算比较，结果正确可信。
该方法为解决重力大型三维反演提供了一种思路。

２） 未来工作中可以将该方法推广到实际的大

尺度海洋、航空重力反演中；算法方面，可以进一步

开发磁法与重磁张量反演，以及重磁联合反演和三

维地质建模。
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