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基于截断牛顿法的频率域全波形反演方法

周斯琛，李振春，张敏，张凯
(中国石油大学(华东)地球科学与技术学院，山东青岛 266580)

摘要：全波形反演方法可以视为大型非线性最小化问题。其中Hessian算子对反演结果有着重要的影响，传统的

优化方法只能近似地表示Hessian算子，反演精度较低，收敛速度较慢，且对于反演目标照明不足的深部区域，往往

出现参数无法聚焦的情况。而一种新的优化方法截断牛顿法，通过计算Hessian矩阵与已知向量乘积的形式，能够

获得更精确的Hessian算子信息，从而解决以上问题。本文基于截断牛顿法在频率域实现全波形反演，通过模型试

算表明，截断牛顿法相对于有限内存BFGS(Limited—memory Broyden—Fletche卜G0l曲由．shanno，L．BFGs)法，能够得到

更精确的反演结果，同时能提高收敛速度，尤其对于照明不足的深部区域，截断牛顿法有更明显的优势。
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0引言

全波形反演(fuU wavefo珊inversion，FwI)能够

利用地震记录精确估计地下物性参数。FwI过程是

正演波场与观测波场达到最小化的过程[1吲。FwI

的思想最早由Laillv[7]和Tar蛐tala[8]提出的，并首先

应用在时间域中。由于时间域FwI公式的复杂性，

其计算效率相对较低。Pratt在1990年将FⅥ的思

想推广至频率域中[9]，并通过分析证明与时间域FⅥ

相比，频率域FⅥ具有天然多尺度优势[10I，且在模型

较小的情况下使用多源反演具有较高的计算效率。

FwI可以看作大型非线性最小化问题。其中一

个关键环节便是优化求解问题。对于FwI来说，通

常使用局部优化方法求解，主要分为梯度类方法和

牛顿类方法。梯度类方法主要包括最速下降法与共

轭梯度法：牛顿类方法主要有高斯牛顿法，拟牛顿法

等。Tamntala[8]与Pratt[11’12]分别在时间域和频率

域中使用了最速下降法作为FWI的优化方法，该方

法虽然计算效率较高，但收敛速度慢，且存在折叠效

应。为了进一步提高收敛效率，利用当前梯度方向

与上一次模型更新量的组合，提出使用预条件的共

轭梯度法进行优化求解。总体上梯度类方法在计算

效率与存储消耗上虽具有优势，但收敛速度都较慢。

因此．同时利用梯度信息与Hessian算子信息的牛顿

类方法得到了发展，牛顿类方法的难度在于对Hes．

sian算子的直接求解，Operto提出高斯一牛顿

法[13，14]，近似HessiaJl算子进行求解，但该方法对计

算量与存储要求很高。另一种优化方法为BFGS法，

避免了直接求解Hessian矩阵．在迭代过程中利用梯

度构建Hessian矩阵[15|。但此方法消耗内存巨大，不

利于处理大规模数据。为改善BFGs方法，L．BFGs

法通过最近几次的迭代信息估算得到曲率信息，再直

接求解近似的Hessian逆算子．节省了内存消耗[1 6|。

截断牛顿(truncated ne叭on，TN)法与上述介绍

的优化方法不同．TN法是利用精确的Hessian算子

信息进行模型更新。但只需要计算Hessian矩阵与

已知向量乘积的总体[17，18]，不需要直接表示出Hes．

sian算子．该方法能够节省内存，同时充分利用Hes．

sian矩阵的信息提高收敛速度和反演精度。
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文中结合频率域FwI与TN法的优势．提出了

基于TN法的频率域FwI，提高了反演精度与收敛

速度。文中首先讨论了频率域全波形反演的基本理

论，然后介绍了TN法基本原理与流程。最后将两

者结合起来。对简单异常体模型和Mamousi模型分

别进行了试算。其中对异常体模型的试算，来验证

TN法频率域FWI的有效性：对M釉ousi模型的试
算，分别采用L—BFGS法与TN法两种不同的优化方

法进行反演，并对相应的反演结果与收敛速度进行

分析比较，得出TN法在频率域FwI中反演精度与

收敛速度上具有明显优势。

1 频率域全波形反演基本理论

FwI是正演模拟得到的波场与观测波场之间差

的最小化过程。频率域的正演过程可以通过

A(m)P=S (1)

实现。式中：A(m)表示阻抗矩阵；m表示地下介质

模型参数；P表示波场向量；S表示震源向量。

频率域FwI的目标函数C(m)可表示为最小二

乘的形式：
1

G(m)=÷跗1澍+， (2)
二

式中8d=d叫一d。。。，d。d是模型正演得到的波场，d。。。

表示为观测波场；T表示转置；术表示复共轭。从数

值计算的角度上考虑，FwI是一个大型非线性最小

化问题，由于其非线性复杂程度高，因此采取局部优

化方法求解。模型更新定义为

m^+1=m^+d∥t， (3)

式中：m。，“。和p。分别表示第．j2次迭代的模型参

数、步长以及更新方向。其中的步长可以通过抛物

线拟合法或者线性搜索法得到。目标函数C(m)用

二阶泰勒级数近似为

c(m☆+a∥I)=c(m^)+a∥：V c(m＆)+

÷仅》：V 2c(m。)p。+o(o仅∥。I}3)。 (4)
二

求取目标函数最小值需要依照式(3)的迭代过

程，更新方向的求取是个重要环节。为了获得牛顿

更新方向，对式(4)进行二阶近似得到

c(m^+d∥＆)一c(m^)+a∥：V c(m^)+
1 ． ．

÷a》：V 2c(m＆)p^=F＆(p＆)， (5)
二

其中函数凡(p。)表示c(m。+d∥。)的二阶近似。而

对于凡(p。)最小值点对应的变量p。称为牛顿更新

方向．可以表示为

p。=一[V 2c(m^)]-l V c(m女)。 (6)

当目标函数与二阶近似方程R(p。)十分接近

的情况下，牛顿更新方向是可靠的。式(6)中

V 2C(m＆)即为Hessian算子，可以用日(mt)表示，

将式(6)转换形式为

日(mI)p^=一V C(m^)。 (7)

使用牛顿法对目标函数优化的重点在于对

Hessian算子或Hessian逆算子的求解，由于计算量

和内存消耗上的考虑，直接求解Hessian算子或

Hessian逆算子计算成本较高。这也是牛顿法不能

直接应用于全波形反演中的主要原因。所以发展了

高斯牛顿法，BFGS法以及L．BFGS法等，都是通过

近似Hessian算子或Hessian逆算子的途径，进而求

解牛顿更新方向。

2截断牛顿法基本原理

上述牛顿类方法只是求取近似的Hessian算子

或Hessian逆算子，并没有充分利用Hessian算子的

信息，而TN法能够改善此问题。TN法包含内外两

部分循环，其中外部循环为模型更新迭代．依照式

(3)进行；内部循环设置为一个线性反演问题，一般

采用共轭梯度法。在内部循环中采用共轭梯度法获

取牛顿更新方向，只需要在过程中计算Hessian矩

阵与已知向量的乘积，不需要存储和直接计算Hes．

sian算子，因此TN法大大节省了内存的消耗并提高

了收敛速度。Hessian算子与已知向量乘积的形式

可以表示为

日(m。)p：旦堕竺三旦堕，(8)
凡

式中：l，为已知向量，^表示为某一趋于0的正实数。

从日(m。)y的数学表示可以看出，在求取一次

日(m。)l，的过程中，需要进行四次正演的计算，无论

是在计算量与计算效率上都是可以接受的。TN法

基本流程可以用图1简单表示出来。

该截断牛顿法的内部循环采用的是共轭梯度形

式．其中需要设立一个循环终止条件，根据Eisenstat

和walker的思想[1 9I，终止条件设立是与目标函数

二阶近似精确程度有关，对于共轭梯度内部循环的

终止条件可以设为

0日(m})△肌＆+V c(m^)0≤叼^||V C(m^)||，(9)

式中：77。即为强迫项，叼。值的大小反映了式(5)二

阶近似的精确程度。精确程度越高，_，7。的值对应较

小，反之，精确程度越低，叼。值相应较大。而叩。的

取值可以定义为
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Wh如C(m．)>。如

计算Vc(叽)；

令A20．r=VC(，n。)．善=一r；

w墟e循环终止条件没达到如

计算日(m^)善；

卢I=(日(吨)善．善)；

卢2=IIr 0 2；

^=p·+(JBI／岛)善；

r=一(卢I伊2)日(吨)善；

童=一一(Il r』2／岛)善；

a瞳

计算步长％；

mI+12ml+a．p．；

图1 1N法算法流程

||VC(％)一VC(巩一。)一％一。瞰％一。)△％一1 IJ

仇2————1可而五丁——一。
(10)

z，lall

0 O 5 1．0 1 5 2 0

3模型试算

针对以上研究内容，首先使用一个简单的异常

体模型验证TN法频率域全波形反演方法的有效

性。然后使用M删ousi模型进一步试算，分别使用
TN法与L—BFGs法实现频率域F阢，分别从反演精

度与收敛速度两方面进行对比说明，验证TN法在

优化求解上的优越性。

3．1异常体模型试算

真实模型网格个数为101×101，网格大小设为

20 m×20 m，其中包含的异常体为一个网格个数为9

x9的正方形。异常体速度设为1 800·n／s，背景速度

为1 500m／s。如图2a所示。反演时选用的初始模型

即为没有异常体的背景模型，震源函数为10 Hz主

频的雷克子波，设置25个炮点位于模型的顶端，模

型边界上各有50个接收点，选用两组频率进行反

演，第一组：2、4、6、8、10 Hz；第二组：10、12、14、16、
18 Hz，其中每个频率组最大迭代次数为20次。

通过两组频率的反演，最终得到反演结果如图

2b所示，形态大小基本上与真实异常体模型完全一
x／hIl

0 05 1．O l 5 2 0

a一真实模型；b一反演结果；c—z=1 km处垂直速度曲线

图2异常体模型试算
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致。为了更准确地反映反演的结果．抽取了茗=1 km

处的垂直速度曲线。就同位置处真实模型与反演结

果作对比，如图2c左所示，真实模型与反演结果在

异常体位置处的速度大小基本吻合，且精度较高。

证明基于TN法的频率域确rI方法的有效性。
3．2 Ma咖。璐i模型试算
文中使用的M锄ousi模型和初始模型如图2a、

b所示，模型网格个数为68l×141，网格大小设为25

m×25 m，初始模型通过真实模型平滑所得到，其中

2000

3000

4_D00

有165个震源与660个接收点设置在模型的顶部。

震源函数设置为主频10 Hz的雷克子波．反演过程

中根据经验选取了4组频率进行反演：第一组1、1．

5、2．5、3、4Hz；第二组4、4．5、5．5、6．5、7Hz；第三组7、

8．5、9、9．5、10Hz；第四组10、12、14、16、18Hz每组频

率最大迭代次数为20次。在反演中。除使用的优化

方法不同之外。其他参数都一致．所得反演结果如图

3c、d所示。

r／Icm

0 2 4 6 8 10 12 14 16

。-一舆义恢’魍：I】一毒J肭A模}¨；t—T＼法眨浈结求；tl—1．一I{}《；s法及浈结果

图3 M栅。吣i模型试算
从两种方法反演的结果来看，无论是TN法还 显看出TN法相对于L—BFGS法具有明显优势。为

是L．BFGS法，对于模型基本构造形态的反演都比 了更好地说明这个问题，从两个反演结果中抽取戈=

较精确，在中浅层两种方法反演的效果比较好；但是 5 km处和戈=10 km处的垂直速度曲线，并与同位置

位于深层的构造，尤其是在照明较差的区域，可以明 处真实模型的速度曲线进行对比，如图4所示。从

墨
趟
赚

a—x=5 km处速度曲线：b一』=lo km处速度曲线

图4速度曲线对比
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图中可以清晰地看出．在深度2 km以内的区域．无

论是TN法还是L．BFGS法反演出的速度都十分准

确。但随着深度的不断增大，深层的照明程度较低，

此时TN法由于对牛顿更新方向更加精确的求解。

在照明程度较低的中深层也能反演出较好的结果，

而L—BFGS方法在中深层反演的结果相对较差。

此外，文中又针对TN法与L—BFGS法在收敛速

4结论

度上进行对比，在相同的迭代次数情况下，对比其目

标函数收敛的快慢，如图5所示。

从归一化目标函数的收敛曲线可以清晰地观察

两种方法的收敛快慢，TN法能利用较少的迭代次数

达到更精确的结果。也表示TN法在单次迭代更新

中能够获取更准确的牛顿更新方向，体现了TN法

在收敛速度上的优势。

图5归一化目标函数的收敛曲线

deep water oc锄bonom眈ismometer data∞t[J]．Fi玛t BreaI【，
2010，28(4)：7l一78．

文中详细介绍了基于TN法的频率域FwI基本

原理，并对模型进行了试算，得出如下结论：

对于频率域FwI，在相同反演条件下，基于TN

法的频率域FwI比L．BFGS法在速度反演的精度和

收敛速度上存在明显优势。尤其对于深层照明不足

的区域。由于TN法利用的是更加精确的Hessian算

子信息，相对于L．BFGS法在反演结果上有一定程

度上的改善。但在迭代的过程中，由于TN法存在

一个内循环，导致其在计算量上相对于L．BFGS法

有一定程度上的增加．合理的分配内循环次数以及

采用混合迭代的策略，可以提高其计算效率，这部分

内容也值得进一步研究。总体而言，TN法在全波形

反演中具有一定的应用前景。
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Fllll waVefo珊inVe体ion in f|equency domain吣ing the tr吼cated Newton method

ZHOU Si—Chen，LI Zhen-Chun，ZHANG Min，ZHANG Kai

(＆‰f o，＆∞c如，lce n，ld z0矾加咖，c^iM‰泐m砂矿Pe￡砒um(E∞#c^iM)，Qi，纰o 266580，吼iM)

Abstract：The full waVefom inVersion method can be regarded as a large nonlinear minimization problem．In this method，Hessian ope卜

ator exerts significant iⅢluence on the inversion result．Nevertheless，traditional叩timization methods call only express the HessiaIl oper-

ator approximately，which will lead to low inversion accuracy，slow convergence speed，auld the result that the parameter cannot be fo—

cused，especially for deep inversion re西on target with poor illumination．In contr弱t，the tmncated Newton method，a new optimization

method，can obtain the info瑚ation of Hessi舳opemtor more accurately by the computation of the product of Hessian matrix and a knowll

Vector，彻d thus c锄solve the problem mentioned above．Therefore，this p印er achieves full wavefornl inversion in the fkquency domain

based on tmncated Newton method．And the model test shows that the tnlncated Newton method has more precise inversion results and

impmves the emciency of inversion，especially for deep area with insumcient illumination compared with the limited memory BFGS

(Ijmited—memory Bmyden-Fletcher—Goldf抽-Shanno，L—BFGS)method．
Key woHls：full w甜efom inversion；truncated Ne砒on method；Hessian operator；fkquency domain
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