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基于高斯束理论的有限频核函数计算
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摘要：相对于常规射线层析速度建模，基于波动理论的层析速度建模考虑了波的带限特性．反演分辨率更高。波

动理论层析的核心在于波路径(有限频核函数)的计算。文中详细介绍了一种基于高斯束算子计算有限频核函数

的方法，分析了初始束宽度和高斯束出射角度间隔对计算精度的影响；并针对高斯束近源处误差较大的缺陷，提出

了改进的束参数以提高近源精度；详细分析了初始束宽度和角度间隔对改进高斯束方法的影响及改进高斯束的聚

焦特性；数值算例验证了该方法在缓变介质中计算有限频核函数的可行性，计算效率较高且可处理回折波的核函

数。
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0引言

目前旅行时层析速度建模主要基于几何射线理

论。在无限带宽近似下，旅行时和振幅的扰动只与

射线路径上的速度扰动有关。实际上，地震波是带

限的，中心射线周围一定空间范围内的速度扰动都

会对旅行时和振幅产生影响。并且射线理论存在着

诸如多路径、阴影区和焦散等问题。因此，许多学者

提出了基于波动理论的层析建模方法[1训。有限频

核函数(Frechet导数)替代射线路径进入了层析领

域‘5吲。

波动理论层析的核心在于有限频核函数的计

算。已经有诸多学者提出了有限频核函数的计算方

法。一些学者采用有限差分算子计算核函数[7叫0|，

该方法可以处理任意复杂的速度模型，但计算量较

大。K Yoshizawa和Kennett采用渐进射线理论计算

面波核函数[11I。Fliedner和Bevc、Xie等采用单程

波算子计算核函数【1213I，虽可以处理波传播中的散

射绕射等现象，但是波场传播角度受限。Liu利用

频率空间域有限差分算子计算了均质和非均质菲涅

耳体内的有限频核函数¨4。。高斯束是波动方程的

高频渐进解，该方法已经广泛应用于地震正演和成

像中。地震波场可以近似为多个高斯束的叠加，相

比于几何射线，高斯束保留了波的动力学特征：相比

于波动方程有限差分解，高斯束计算效率高：相比于

单程波，高斯束又可以处理宽角度的回折波。因此，

笔者详细介绍了利用高斯束计算有限频核函数的方

法，分析了影响高斯束计算格林函数精度的因素

(高斯束出射角度间隔和初始束宽度)，并针对高斯

束近源处误差较大的问题．采用了改进的高斯束参

数。通过均质模型，对比了高斯束计算的格林函数

以及单频核函数、有限频核函数与解析解之间的误

差；计算了常梯度速度模型下的有限频核函数。数

值结果表明，利用高斯束算子计算有限频核函数可

以保证精度和计算效率。

1高斯束计算格林函数

根据Ceveny射线理论，高斯束是波动方程的高
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频渐进解，在2D情况下．高斯束频率域表达式为[15]

“(s,n,to，=[貉卜xph¨萼器n2]
(1)

其中，(s，n)构成射线中心坐标系，s为中心射线的

弧长，It为观测点距中心射线的垂直距离，r为中心

射线上的旅行时，to为圆频率。P和Q是动态射线

追踪的解，为复数标量。满足如下方程式。该方程可

以通过四阶龙格一库塔方法求解：

dQ(s)／ds=13(s)P(s)， (2)

掣：一去塑粤∞)。(3)ds 秽2(s) On2
‘、。7。 、‘7

其中，P、Q的初始条件Po、Qo可由下式给出：

Po=i／Vo，Qo=∞，tO；／Vo。

式中，∞，是参考频率，∞。为高斯束初始有效宽度，是

影响高斯束精度的重要参数。由于高斯束是中心射

线周围的高频渐进解。当速度在一个高斯束范围内

变化较快时，高斯束会变得不精确，因此在传播中应

尽量令高斯束不会过度展宽。一般令初始束宽度等

于参考频率对应的平均波长，即to。----f)。／fr。VO是射

线出射位置的介质速度。P，Q可以分解为平面波

解和球面波解的复合形式。其中p。，g，为平面波

解，p：、g：为球面波解，即：

P=占×Pl+i X P2， Q=占X 91+i×q2。

式中，占为束参数，常规高斯束对应的占=甜，W：，下面

将会讨论改进的束参数对高斯束的影响。

2D情况下，格林函数可以表达为不同出射方向

高斯束的叠加：

；瓯r
G(r，‘；tO)一÷／≠J“G8(r，rs，to)dO。 (4)

二7＼』I／0。

已知2D情况下，格林函数的解析表达式为：

唧{等砌／4}
G2D(x7，X，∞)=—二三二二}。(5)

,／2tOr／1T口

为分析高斯束方法计算的格林函数精度，采用

高斯束方法和解析表达式计算均匀介质的格林函

数。均匀介质速度设定为2 000 m／s，X和z方向均

为501个样点．间距都取5m。将炮点置于模型中心

(1 250，1 250)处。分别采用解析表达式和高斯束计

算该速度模型20 Hz的格林函数，并抽取Z=1 250

处水平线的结果进行对比分析。设置初始束宽度

∞。=10、50、100、150、200、300、400，分别计算不同初

始束宽度高斯束合成的格林函数，图1a显示了不同

初始束宽度计算的格林函数结果与解析解的对比情

况：图1b显示了高斯束方法分别采用不同的出射角

度间隔da=1、2、3、4、5、6、7格林函数计算结果与解

析解的对比情况。从图中可以看出：高斯束计算的

格林函数与解析解在震源附近有些许误差，但当传

a一不同初始束宽度对格林函数精度的影响；b一不同角度间隔对格林函数精度的影响

a—eⅡjcts of different initial beam widths on the accuracy of Green function；b--effects of different angle intervals on the accuracy of Green function

图1不同初始束宽度和角度间隔对格林函数精度的影响

Fig．1 The accuracy of Green function wjth different initial beam width and augnlar spacing
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播距离大于一个波长时．高斯束计算的格林函数与

解析解拟合较好。当初始束宽度等于10 m时，高斯

束计算格林函数的结果与解析解结果相差较大．当

初始束宽度大于一个波长(100 m)时，初始束宽度

的增大对高斯束计算格林函数的精度影响较小。随

着间隔角度的增加，高斯束计算精度逐渐降低。因

此，为保证高斯束计算格林函数精度，常规高斯束方

法应使初始束宽度大于一个波长，从而保证高斯束

传播过程中展布不会过宽，且出射角度间隔不能过

大。具体的高斯束出射角度间隔应满足A／

(2∞。)‘16J。图2a～2d分别为采用初始束宽度100

m．角度间隔2。的高斯束叠加而成的格林函数和解

析解、两者残差及Z=l 250处水平切线对比结果。

证实了利用高斯束计算格林函数精度较高。

a一20 Hz单频格林函数的解析解；b一20 Hz单频格林函数高斯束解；c～解析解和高斯束叠加解的差值：d一水平切线误差对比

a一20 Hz Green function analytical solution．b一20 Hz Green function GB solution；c—eⅡur of two solution；d—ho“zon slice of the error

图2 20Hz单频格林函数的高斯束解、解析解及其误差比较

Fig．2 Error comparison of 20 Hz Green function of GB、analytical solution

通过前面数值实验看出．高斯束叠加计算的格

林函数与解析解在震源附近存在误差。这是由于束

参数的选择，使得高斯束初始波前曲率为0。高斯束

在近源处表现出平面波特征，而解析格林函数在震

源处应为球面波。采用改进的动态射线束参数[1 7|，

使高斯束初始波前曲率接近圆曲率，可以提高高斯

束在近源处的计算精度。此处省去复杂的推导，直

接给出菲涅耳体束参数，如下式：

小，：生一舶，其中，7，为菲涅尔半径，表达式为：

7，(s)=√山w耐pq：2((s))A1：6wS
-， (7)

^√山rer p2 L， lo

其中，A。。。为参考频率对应的速度模型的平均波长。

改进高斯束精度受初始射线宽度和出射角度数

影响较小。图3a显示了不同初始束宽度对改进束

参数的高斯束精度的影响，从中可以看出，初始束宽

度从波长的0．1～4倍变化，不同初始束宽度的高斯

束结果与解析解误差都较小。结合图1a初始束宽

度对常规高斯束精度影响分析，改进束参数的高斯

束叠加结果受初始束宽度的影响较小，不同的初始

束宽度(即使初始束宽度小于一个波长)都能给出

比较精确的结果。图3b显示了采用不同束间隔角

度计算格林函数与解析解的误差。角度间隔分别为

1。、2。、40、8。、12。、16。，从图中可以看出，即便束角

度间隔增大到16。，其解与解析解误差也并不大。

综上分析，改进束参数使得高斯束模拟精度受初始

射线宽度和角度间隔的影响小。为节省计算量．一

般选择初始束宽度为半个波长大小．束角度间隔选

择100即可。
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(a)

(b)

a一改进高斯束不同初始束宽度对计算格林函数结果的影响；b一改进高斯束不同出射角度间隔对计算格林函数的影响

a—beam width effect；b—angular spacing effect

图3不同束宽度和出射角度间隔对改进高斯束精度的影响

Fig．3 Effect of beam width and angular spacing for modified GB

图4a、4b对比显示了常规束参数和改进束参数 束参数的单频格林函数在震源处与解析解的结果更

的单条高斯束的对比，可以看出改进束参数的高斯 加接近。上述特征表明：改进束参数模拟的波场更

束波前在震源附近更接近圆形。图4c展示了改进 接近球面波，尤其是在近源处精度较高。
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a一常规束参数高斯束：b一改进束参数高斯束；c一改进束参数与常规高斯束的对比

a——nonnal beam parameter Gaussian beam；b--improved beam parameter Gaussian beam；c——the improved beam parameters ale compared with the

conventional Gaussian beam

图4常规高斯束与改进高斯束单条高斯束结果对比

Fig．4 Comparison of Green function with conventional GB and modified GB
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改进高斯束还具有聚焦特性。设计如图5所示

高低速相间分布的层状速度模型。速度分别为

2．5、1．0、2．5、4．0、5．0 km／s。图6对比了单条常规高

斯束与改进高斯束经过速度异常时的聚焦情况，可

见改进高斯束具有更好的聚焦作用，符合波场传播

中能量分配原则[I 7I。

综上分析．改进束参数的高斯束较常规高斯束

有如下四个优点：

1)改进高斯束在震源处传播更加符合球面波

特性，因此近震源处格林函数精度更高：

(a1
O

400

800

l 1200

1600

2000

2400

(b)0

400

800

g 1200
}】

1600

2000

2400

图5高低速相间分布的层状速度模型

Fig．5 Layer model with high and low velocity

a一常规高斯束；b--改进高斯束

a--conventional beam；b--modified beam

图6单条高斯束经过层状速度模型时束宽度变化

Fig．6 Beam width variation when single beam propagating layer model

2)改进高斯束的精度受初始束宽度影响更小； 的加权叠加获得：

黝白：肇孳熏羔裴曩妻缎鉴要票 蹦v。，叫：f型矾v∥。，州∞，(9)影响更小．从而可以以较少的束计算格林函数，减少
”～～7

J ∞ 一””7 ’、’

计算量： 其中，权重函数采用刘玉柱[1 8]给出的高斯权重系

4)在变速介质中传播时，改进高斯束有更好的 数：

聚焦特性，符合波场传播规律。

综合考虑计算精度和计算效率，建议初始射线

宽度设定为半个波长宽度。角度间隔选择10。。

2计算敏感度核函数

多名学者研究了基于波动理论的敏感度核函

数[2,4,191。单频旅行时敏感度核函数∥可以表示为：Kr(r，。‰小Imagk堕拦掣l
L bL 7G；rS，03， J

(8)

其中，k。=to／v(r)是背景场波数，秽(r)是背景速度

场，G是格林函数，r是空间位置，r。、k是源点和接

收点位置。上式中，敏感度核函数由两个格林函数

的相关构成．一个是从震源发出，另一个是由接收点

发出。带限敏感度核函数可以由单频敏感度核函数

形(∞)：芸坐L， (10)

J剀(∞)dw
。toI

1 竺o)2
伽(∞)=—{=e z一。 (11)

盯、／2'rr

其中，∞为圆频率，∞。为频率展布范围的中心频率，

盯为中心圆频率附近具有较高能量的带宽展布范

围，一般取0．3，权重系数如图7所示。

图7 0～50 Hz频率范围的高斯权重系数

Fig．7 Weight coefficient of O一50 Hz GB
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从表达式(7)、(8)可以看出，不论单频还是带

限敏感度核函数，其核心就是背景速度场中格林函

数的计算。速度模型仍选用前文计算格林函数的均

质模型，设置炮点位置(500m，1250m)，检波点位置

(2000m，1 250m)。图8a、8b显示了单频20 Hz的

敏感度核函数的解析解和高斯束解。图8c，8d显示

x／m

了解析解和高斯束计算的核函数的误差。图9a、9b

分别显示了5。25 Hz有限频核函数的解析解和高斯

束解，图9c显示了解析解与高斯束解中间水平切线

的差值。两种方法计算的带限核函数几乎一致，证

明了利用了高斯束算子计算有限频核函数的有效

性。

a一20 Hz核函数解析解；b一高斯束计算的核函数；c一解析解与高斯束解的整体差值；d一中间竖直切线差值

a一20 Hz analysis kernel function；b一20 Hz GB solution kernel function；c—e盯or of analysis solution and GB solution；d—e丌or slice of analysic solu-

tion and GB solution

图8解析解与高斯束计算的20 Hz单频核函数及误差

Fig．8 Kernel function and error of analysis solution and GB solution

(c)

x／m

a一5～25 Hz带限核函数的解析解．b一5～25 Hz带限核函数的高斯束解：c一中间位置横向切线结果对比

a一5～25 Hz analysis kernel function：b一5～25 Hz GB kernel；c—horizon slice of kernel function of|wo methods

图9解析解和高斯束解带限核函数及误差对比

Fig．9 Frequency·limited kernel function and error between analysis and GB solution
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在近地表速度建模中，回折波层析‘201是目前流

行的方法。该方法中，初始模型常设为常梯度速度

模型。由于高斯束没有角度限制，所以非常适合在

此种模型下计算有限频核函数。设置常梯度速度模

型，令速度在Z方向梯度为2，炮检点水平距离1

500 m。利用高斯束算子计算该模型的0。50 Hz的

带限核函数，结果如图lOa所示，中间位置的竖直切

线结果如图lOb所示。

a一常梯度速度模型带限核函数；bm中间位置纵向切线结果

a--frequency—limited kernel function：b——verIical slice of kernel function

图10常梯度模型下的带限核函数及纵向切线结果

Fig．10 Kernel function of constant velocity gradient

通过以上数值实验可以看出波动层析和射线层 算带限核函数。速度模型平均速度为4 552 m，主频

析的区别在于：射线层析中只有几何射线上的速度 为35 Hz，选取主波长的一半作为初始射线宽度，即

扰动对旅行时产生影响，且各速度扰动的权重为1； 65 m，出射角度间隔为10。，层析敏感度核函数如图

而在波动层析中，中心射线周围一定范围内的速度lOb。与射线层析路径相比(图1la)，带限核函数拥

扰动都会对旅行时产生影响，且中心射线上的权重 有更宽的空间展布，即除了中心射线路径上的速度

为局部极小值，权重最大值出现在中心射线两侧一 对走时残差有影响外，中心射线周边一定范围内的

定位置处。 速度异常也影响走时残差，其影响程度的权重为带

在基于波动理论的中深层速度层析建模中．需 限核函数的幅值。相应的层析矩阵零元素更少，层

要计算地下某反射点到炮点、检波点的带限核函数。 析反演更加稳定。因此，利用高斯束计算格林函数

文中选取四川丁山某工区的深度域初始速度模型计 将在波动理论层析中发挥重要作用。

a一丁山某T区深度域初始速度模型；b一从反射点出发到达炮检点的带限核函数

a--Dingshan velocity model：b—kemel function from source point to reflect point and from reflect point to detector point

图1l 丁山某工区速度模型及高斯束方法计算得到层析带限核函数

Fig．11 Dingshan velocity model and frequency-limited kernel function by GB method
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3结论

1)高斯束近似格林函数的主要影响因素有初

始束宽度和出射角度间隔。利用高斯束计算的核函

数与解析解相比，除近源处误差较大外，远场处(传

播距离大于一个波长)基本一致。常规高斯束初始

束宽度要大于一个平均波长且要保证较小的出射角

度间隔才能保证计算精度。

2)改进束参数的高斯束能提高近源处的模拟

精度，且受初始束宽度和出射角度间隔的影响较小。

相比常规高斯束，改进高斯束经过速度异常区域时

波场更聚焦。

3)利用高斯束计算层析敏感度核函数。可以适

应缓慢变化的非均匀介质，且计算效率较高。
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The finite frequency kernel function calculation based on Gassian beam theory

WANG Shou—Jinl，Jing Peng．Gui2，CAI Jie．Xion91

(1．Academy of Petroleum Geophysical Exploration Technology，SINOPEC，Na耐ng 025 1 11，China；2．Branch of Geological Exploration，SINOPEC，Cheng-

du 610041，China)

Abstract：In comparison with the routine ray tomographic velocity model construction，the tomographie velocity model construction

based on undulation theory considers the belt limitation property of the wave，and hence it has higher inversion resolution．The core of the

undulation theory tomography lies in the calculation of the wave route(finite frequency kernel function)．This paper introduces in detail

a method for calculation of finite frequency kernel function based Oll Gassian beam operator．analyzes the effect of the initial width and

the emergence angle interval of the Gassian beam on the calculation precision．To overcome the defect of the relatively large error at the

near—source place of the Gassian beam，the authors put forward improved beam parameters so as to raise the near—source precision．This

paper also analyzes in detail the effect of initial beam width and angle interval on the improved Gassian beam and the focussing charac—

teristics of the improved Gassian beam．Digital calculation example has verified the feasibility of this method in calculation of finite fre．

quency kernel function．Its calculation efficiency is relatively high and it can process kernel function of the inflection wave．

Key words：finite frequency；kernel function；Gassian beam；initial beam width；beam parameters
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