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基于梯度投影法的全变差正则化全波形反演

姚含，徐海
（贵州省地质环境监测院，贵州 贵阳　 ５５０００１）

摘 要： 为降低地震全波形反演的不适定性，常用方法是引入未知模型的先验信息，从而将反演问题正则化。 但是，
传统正则化方法在包含多个先验信息的情况下，仍然面临挑战。 本文提出一种扩展的全波形反演公式，其中包含

对模型的凸集约束。 本文以慢度平方作为反演的模型参数，展示了如何在施加全变差约束的同时，施加边界约束

令其保持在一个物理意义上的可行范围内。 为验证本文所提算法的适用性，分别开展简单模型及国际标准地质模

型数值实验研究，结果表明，全变差正则化的引入可以提高光滑背景模型下高速扰动体的重构效果。
关键词： 梯度投影法；全变差正则化；全波形反演

中图分类号： Ｐ６３１．４　 　 　 文献标识码： Ａ　 　 　 文章编号： １０００－８９１８（２０２２）０４－０９７７－０５

收稿日期： ２０２１⁃６⁃２２； 修回日期： ２０２２⁃４⁃１３
基金项目： 贵州高层次人才科研启动专项资金资助项目（０２０３００１０１８０４０）
第一作者： 姚含（１９７２－），男，２００６ 年毕业于贵州工业大学，主要研究方向包括水文地质、工程地质及环境地质。 Ｅｍａｉｌ：１２４１２１０８０＠ ｑｑ．ｃｏｍ

０　 引言

我国油气资源勘探从构造勘探阶段逐步走向岩

性勘探阶段，勘探难度逐渐加大。 地震勘探具有勘

探深度大、精度高、数据量大等特点，是目前油气勘

探最有效的方法，应用广泛。 为进一步提高地震勘

探精度，地震全波形反演方法迅速发展起来，成为国

内外学者研究的热点。
全波形反演（ ｆｕｌｌ ｗａｖｅｆｏｒｍ ｉｎｖｅｒｓｉｏｎ，ＦＷＩ）是一

种高精度、高分辨率的速度反演方法［１－２］。 ＦＷＩ 利

用地震资料中的运动学和动力学信息，通过最小化

模拟数据与实际观测数据之间的误差来重构地下介

质模型［３－４］，能得到地下介质中更多细节的参数变

化特征［５］。 由于实际观测中，子波未知，数据频带

有限，且通常存在一定程度的噪声干扰，波场与介质

参数之间呈现较强的非线性关系，ＦＷＩ 体现为高度

欠定问题，对初始模型的精度要求较高，导致 ＦＷＩ
在实际应用中达不到预期的效果。

为了减少 ＦＷＩ 的不适定性，加入先验模型约束

的正则化项，能使反演具有更好的稳定性［６－７］。 全

变差（ｔｏｔａｌ ｖａｒｉａｔｉｏｎ，ＴＶ）约束方法是一种非光滑约

束，由 Ｒｕｄｉｎ 等［８］ 在 １９９２ 年提出，主要用于图像的

去噪处理，能有效处理不连续性解的求解问题，重构

图像中的一些间断点，保留边缘信息。 近几年来，全
变差约束已经应用在电法成像［９］、图像去噪［１０－１１］、
偏移速度分析［１２－１３］、混合数据偏移［１４］ 等领域。 地

下地层通常存在较多复杂的构造变化带及岩性突变

带，导致地层物理参数在这些地方产生不连续变化，
应用基于 ＴＶ 约束的 ＦＷＩ 可以有效保留这些不连续

特征［１５］。
本文采用梯度投影法［１６］，构建基于全变差约束

的全波形反演目标函数，实现多约束集下的声波方

程全波形反演，逐步搜索到全局极值点，避免陷入局

部极值，提高全波形速度反演的精度与速度。

１　 方法原理

ＦＷＩ 是一个最优化问题，通过对观测波场与理

论波场的残差求取极小值来构造目标函数进行迭代

更新，最终重构地下介质的参数模型。 当前常用的

目标函数主要是通过数据残差的 ｌ２ 范数来构建，
即：

Ｇ（ｍ） ＝ １
２
‖ｄｃａｌ（ｍ） － ｄｏｂｓ‖２， （１）
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我们考虑模型参数 ｍ，它对应于速度平方的倒数，是
一个实向量 ｍ∈ＲＲ Ｎ，其中 Ｎ 是空间离散化中的点

数。 对于每个源和频率，波场和观测数据分别用 ｕｓｖ

∈ＣＣ Ｎ和 ｄｏｂｓ∈ＣＣ Ｎｒ表示，其中，ｓ ＝ １，…，Ｎｓ 指源，ｖ ＝
１，…，Ｎｖ 指频率，Ｎｒ 为接收器的数量。 ｄｃａｌ ＝ Ｐｕｓｖ，Ｐ
是将波场投射到接收器位置的算子。

目标函数对 ｍ 求一阶导数可以得到梯度矩阵，
公式为：

∇Ｇ（ｍ） ＝ Ｇ（ｍ）
ｍ

＝ Ｒｅ
ｄｃａｌ（ｍ）

ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

（ｄｃａｌ（ｍ） － ｄｏｂｓ）Ｈé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

＝ Ｒｅ［ＪＴΔｄＨ］ ， （２）
其中，Ｊ 为 Ｆｒｅｃｈｅｔ 导数矩阵，上标 Ｔ 和 Ｈ 分别表示

矩阵的转置和共轭。 对目标函数求二阶导数可以得

到近似 Ｈｅｓｓｉａｎ 矩阵，公式为：
Ｈａ ＝ Ｒｅ［ＪＴＪＨ］ 。 （３）

　 　 根据高斯牛顿法可以得到模型的更新量为：
Δｍ ＝ － Ｈ －１

ａ ∇Ｇ（ｍ）ｍ０
。 （４）

　 　 利用梯度下降法［１７］最小化目标函数 Ｇ，模型更

新量可以写成：

Δｍ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
Δｍ

ΔｍＴ∇Ｇ（ｍ） ＋ １
２
ΔｍＴＨａΔｍ 。 （５）

２　 全变差正则化

如果把 ｍ 表示成 Ｎ１×Ｎ２ 的速度模型，网格间距

为 ｈ，用（ ｉ， ｊ）代表各个网格点坐标，其中 ｉ ＝ １，２，
…， Ｎ１，ｊ＝ １，２，…， Ｎ２，则在纵向和横向两个方向的

梯度分别为：

（∇ｍ） ｚ
ｉ，ｊ ＝

ｍｉ ＋１，ｊ － ｍｉ，ｊ

ｈ
ｉｆ　 ｉ ＜ Ｎ１

０ ｉｆ　 ｉ ＝ Ｎ１

ì

î

í

ïï

ïï

（∇ｍ） ｘ
ｉ，ｊ ＝

ｍｉ，ｊ ＋１ － ｍｉ，ｊ

ｈ
ｉｆ　 ｊ ＜ Ｎ２

０ ｉｆ　 ｊ ＝ Ｎ２

ì

î

í

ïï

ïï

（６）

全变差定义式如下：

‖ｍ‖ＴＶ ＝ 
ｉ≤Ｎ１，ｊ≤Ｎ２

‖（∇ｍ） ｉ，ｊ‖

＝ １
ｈｉｊ

（ｍｉ ＋１，ｊ － ｍｉ，ｊ） ２ ＋ （ｍｉ，ｊ ＋１ － ｍｉ，ｊ） ２ ， （７）

式（７）代表离散模型中每一点的离散梯度的 ｌ２ 范数

之和。 假设 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界条件使这些差值在边界

处为零。 我们可以通过定义一个差分算子 Ｄ 来更

紧凑地表示‖ｍ‖ＴＶ，这样 Ｄｍ 就是离散梯度的一个

连接，（Ｄｍ） ｎ 表示在 ｎ 索引位置对应的离散梯度向
量，ｎ＝ １，…，Ｎ，Ｎ＝Ｎ１×Ｎ２，可以定义：

‖ｍ‖ＴＶ ＝ 
Ｎ

ｎ ＝ １
‖（Ｄｍ） ｎ‖ 。 （８）

　 　 将全变差约束项应用于常规全波形反演算法

中，可以得到基于全变差约束的目标函数，公式为：

　 Ｇ（ｍ） ＝ １
２
‖ｄｃａｌ（ｍ） － ｄｏｂｓ‖２ ＋ λ‖ｍ‖ＴＶ，　 （９）

对于式（９），如果添加约束 ｍ∈［Ｂ１，Ｂ２］和‖ｍ‖ＴＶ

≤τ，则式（９）具有等价的优化形式：

ｍｉｎＧ（ｍ） ＝ １
２
‖ｄｃａｌ（ｍ） － ｄｏｂｓ‖２ 　 约束于 　

ｍｎ ＋ Δｍ ∈ ［Ｂ１，Ｂ２］，‖ｍ‖ＴＶ ≤ τ， （１０）
其中，τ 是与 λ 有关的一个正常数，τ 值越小，全变

差约束项在目标函数中的权重作用越大。 此时反问

题可以表示为：
ｍｎ＋１ ＝ ｍｎ ＋ Δｍ （１１ａ）

Δｍ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
Δｍ

ΔｍＴ∇Ｇ（ｍｎ） ＋ １
２
ΔｍＴＨａΔｍｍｎ ＋

Δｍ ∈ ［Ｂ１，Ｂ２］，‖ｍ‖ＴＶ ≤ τ。 （１１ｂ）
　 　 根据改进的原始对偶混合梯度（ＰＤＨＧ）方法，
求解式（１１）的全变差约束问题相当于求解以下问

题的鞍点（Δｍ，ｐ）：

ｍｉｎ
Δｍ

ｍａｘ
ｐ

[ΔｍＴ∇Ｇ（ｍｎ） ＋ １
２
ΔｍＴＨａΔｍ ＋

ｐＴＤ（ｍｎ ＋ Δｍ） － τ‖ｐ‖∞，２ ] ， （１２）

其中，ｐ 是拉格朗日乘子，ｍｎ ＋Δｍ∈［Ｂ１，Ｂ２］，‖·
‖∞，２为‖·‖１，２的对偶模，相当于求最大值，而不
是 ｌ２ 模的和。

修改后的 ＰＤＨＧ 方法需要迭代：
ｐｋ＋１ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ

ｐ
τ‖ｐ‖∞，２ － ｐＴＤ（ｍｎ ＋ Δｍｋ） ＋

１
２δ

‖ｐ － ｐｋ‖２

Δｍｋ＋１ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
Δｍ

ΔｍＴ∇Ｇ（ｍｎ） ＋ １
２
ΔｍＴＨａΔｍ ＋

　 ΔｍＴＤＴ（２ｐｋ＋１ － ｐｋ） ＋ １
２α

‖Δｍ － Δｍｋ‖２，　 （１３）

ｍｎ ＋ Δｍ ∈ ［Ｂ１，Ｂ２］
　 　 迭代公式可以更明确地写成：

ｐｋ＋１ ＝ ｐｋ ＋ δＤ（ｍｎ ＋ Δｍｋ） －

‖·‖１，２≤τδ
［ｐｋ ＋ δＤ（ｍｎ ＋ Δｍｋ）］

Δｍｋ＋１ ＝ Ｈａ ＋ １
α
Ｉæ

è
ç

ö

ø
÷

－１

·

－ ∇Ｇ（ｍｎ） ＋ Δｍｋ

α
－ ＤＴ（２ｐｋ＋１ － ｐｋ）é

ë
êê

ù

û
úú ，

（１４）

·８７９·
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其中，δ 和 α 为迭代步长，满足 ０＜αδ＜１ ／‖ＤＴＤ‖，
‖·‖１，２≤τδ（ ｚ）表示 ｚ 在半径为 τδ 的球上‖·‖１，２

范数的正交投影。 终止条件为：

ｍａｘ
‖ｐｋ＋１ － ｐｋ‖

‖ｐｋ＋１‖
，‖Δｍｋ＋１ － Δｍｋ‖

‖Δｍｋ＋１‖
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤ １０ －５。

（１５）

３　 数值模拟

考虑一个 ２Ｄ 合成实验，模拟区域网格点大小

为 ２００×２００，网格宽度 ｈ 为 １０ ｍ。 图 １ 所示的合成

速度模型有一个由较慢的平滑背景包围的恒定的高

速区域。 将该平滑背景作为反演的初始模型 ｍ０。
类似于 ｖａｎ Ｌｅｅｕｗｅｎ 和 Ｈｅｒｒｍａｎｎ［１８］ 中的例 １，将 Ｎｓ

＝ ３４ 个源置于矩形高速异常体左侧，Ｎｒ ＝ ８１ 个接收

器置于矩形高速异常体右侧。 源 ｑｓｖ对应于主频为

３０ Ｈｚ 的 Ｒｉｃｋｅｒ 小波。
　 　 在 ５～３５ Ｈｚ 共 ３１ 个不同频率上开展反演实验。
本文考虑无噪声和微噪声两类数据，在有噪声的情

况下，对每个频率指标 ｖ 分别加入随机高斯噪声 ｄｖ，

标准差为 ０．０５‖ｄｖ‖ ／ ＮｓＮｒ 。 这可能不是一个真

实的噪声模型，但它至少可以表明该方法对数据中

的少量噪声是鲁棒的。
　 　 正则化参数 τ 有 ３ 种不同的选择：① τｏｐｔ，即慢

度平方的总变化量；② τｌａｒｇｅ ＝ １ ０００τｏｐｔ， 此时 τｌａｒｇｅ足

图 １　 真实速度模型

Ｆｉｇ．１　 Ｔｒｕｅ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｍｏｄｅｌ

够大，全变差约束没有影响；③τｓｍａｌｌ ＝ ０．８７５τｏｐｔ，比理

想的选择稍微小一点。 注意，通过使用从式（５）开

始的高斯牛顿步骤作为初始模型，式（１１）中的凸子

问题在 τｌａｒｇｅ情况下立即收敛。 对于所有实验，惩罚

参数 λ 固定为 １。 从 ５ Ｈｚ 数据和 ６ Ｈｚ 数据开始，使
用计算出的 ｍ 作为反演 ６ Ｈｚ 和 ７ Ｈｚ 数据的初始模

型，按照由低频到高频的顺序，以此类推。 每一个频

带都进行 ５０ 次外部迭代，以确保凸子问题收敛，达
到式（１５）所示终止条件时，迭代停止。

图 ２ 为开展的 ６ 次数值实验结果。 在无噪声和

有噪声的情况下，ＴＶ 正则化均减少了反演模型中的

振荡现象，并使得高速异常体得到更好的恢复。

图 ２　 不同正则化参数 τ在有噪声和无噪声情况下反演的速度模型

Ｆｉｇ．２　 Ｉｎｖｅｒｓｅｄ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｍｏｄｅｌ ｆｒｏｍ ｎｏｉｓｅ ｆｒｅｅ ｄａｔａ ａｎｄ ｎｏｉｓｙ ｄａｔａ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒ τ

·９７９·
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　 　 从噪声数据中反演得到的不连续点的位置要比

从无噪声数据中反演的更准确。 这是因为噪声在接

收器上造成了更大的不连续，从而加强了其他地方

ＴＶ 正则化的效果。 τｓｍａｌｌ 实验证明了这一点，增加

ＴＶ 正则化的权重会导致较大不连续点的分辨率更

高。
选取国际标准复杂地质模型开展全波形反演实

验。 真实速度模型如图 ３ａ 所示，取自墨西哥湾典型

复杂岩体的合成数据———ＳＥＡＭ 模型。 模拟区域网

格点大小为 ２６７×３８４，网格宽度 ｈ 为 ２０ ｍ。 在靠近

地面处放置总共 ７２ 个源和 １９１ 个接收器。 初始模

型采用图 ３ｂ 所示平滑模型。 图 ３ｃ 及图３ｄ为无噪声

数据下的反演结果，图 ３ｅ 及图 ３ｆ 为噪声数据下的

反演结果。 图 ３ｄ 及图 ３ｆ 为选取 τｓｍａｌｌ正则化参数下

的反演结果，图 ３ｃ 及图 ３ｅ 为选取 τｌａｒｇｅ正则化参数

下的反演结果。 由图可知，全变差正则化有助于消

除伪影，主要是减少盐下的噪声。

图 ３　 Ｓｅａｍ 模型的真实速度模型、初始速度模型，以及不同正则化参数 τ在有噪声和无噪声情况下反演的速度模型

Ｆｉｇ．３　 Ｔｒｕｅ ａｎｄ ｉｎｉｔｉａｌ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｍｏｄｅｌ ｏｆ Ｓｅａｍ ｍｏｄｅｌ， ａｎｄ ｉｎｖｅｒｓｅｄ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｍｏｄｅｌ ｆｒｏｍ ｎｏｉｓｅ ｆｒｅｅ ｄａｔａ
ａｎｄ ｎｏｉｓｙ ｄａｔａ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ｐａｒａｍｅｔｅｒ τ

４　 结论及讨论

本文提出了一种在计算上可行的梯度投影算

法，该算法可将附加凸约束条件下的全波形反演二

次惩罚公式最小化。 本文展示了在模型上添加全变

差约束和边界约束时，全波形反演中凸子问题的求

解过程。 数值实验表明，在数据有限或含有噪声的

情况下，ＴＶ 正则化可以通过消除伪影和精确识别不

连续点的位置，提高模型反演效果。
本文围绕的梯度投影法，其本质依赖于目标函

数的一阶偏微分信息，这使得收敛速度受到一定制

·０８９·



　 ４ 期 姚含等：基于梯度投影法的全变差正则化全波形反演

约。 因此，理论上，我们可以采用二阶方法进行非线

性优化，以探索收敛速度是否有提升。
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