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摘
 

要:
 

在地震勘探中,地震正演模拟是非常重要的技术。 与时间域正演相比,频率域正演速度快,计算效率高。 如

何高效准确地完成频率域正演计算是目前该领域的一个重要问题。 数值频散问题和如何提高计算效率降低求解

分解阻抗内存占用量一直是频率域正演所需要解决的问题。 与传统的直接法求解阻抗矩阵的频率域正演方法不

同,本文采用最小二乘共轭梯度法(LSCG 法)求解阻抗矩阵进行频率域正演,并提出了一种波数补偿的表达式来压

制数值频散现象。 经过简单模型和复杂模型的数值测试,采用最小二乘共轭梯度法(LSCG 法)求解阻抗矩阵进行

频率域正演能够有效降低计算时间,且采用波数补偿的频率域正演方法能够有效压制数值频散现象,提高波场模

拟精度。
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0　 引言

地震正演技术是研究地下介质地震响应特征的

一个十分有效的手段[1-2] 。 近年来,各位专家学者

对地震波数值模拟进行了很多研究,都取得了不少

成就,但是大部分的波场模拟都是在时间域进行的。
时间域计算方法是按时间片递推计算,由前一个时

间片的波场值推出下一个时间片的波场值,因此前

一时刻的计算误差会逐步累积到下一时刻中。 当然

如果计算的时间切片数目较多,计算误差将会累计,
导致计算结果信噪比下降、精度太低而无法为接下

来的波形反演提供研究基础。 近几十年以来,研究

正演的专家学者们做了大量的工作,
 

Lysmer 等[3]
 

最

早提出频率域正演模拟方法,提高了正演模拟的计

算效率;Shin 等[4] 进一步发展了这种方法,将频率

域方法推广至地震波形反演技术;
 

Jo 等[5]提出了最

优化 9 点差分格式,有效地减弱了数值频散现象;
Min 等[6]提出了一种频率域标量波动方程 25 点差

分格式,并且计算最优化系数来压制频散现象,这种

方法同样也降低了空间采样点数;Stekl 等[7] 将最优

化 9 点差分方法引入到变密度声波方程和黏弹性介

质的弹性波方程,提升了弹性介质的正演模拟精度;
Hustedt 等[8] 研究了交错网格上导数算子的四阶精

度有限差分格式,能够更精确地求解方程组。
频率域正演模拟主要涉及到大型稀疏矩阵的求

解问题,求解的方法主要分为直接法与迭代法,直接

法包括高斯消元法和 LU 分解法等,迭代方法有最

小二乘正交分解法 LSQR 和最小二乘共轭梯度法

LSCG 等[9-10] 。 一般来说,直接法在进行频率域正

演中求解阻抗矩阵时具有占用内存大、计算效率低

的特点,因此本文采用最小二乘共轭梯度法(LSCG)



　 2 期 张入化等:基于 LSCG 法和波数补偿的频率域二维地震正演模拟方法

求解大型稀疏矩阵,具有占用储存空间少、计算速度

快等优点,我们可以利用矩阵稀疏性简化运算,适合

用来求解大型稀疏矩阵。
频率域正演也存在数值频散问题,数值频散是

利用有限差分数值模拟技术对时间和空间进行离散

时,引入的一种影响模拟精度的现象[11-14] 。 数值频

散主要表现为不同波数分量的地震波波形散开,形
成模拟时的一种模糊假象。 计算网格间距过大或者

是不够精确的有限差分算法都可能会产生数值频散

现象[15-17] 。 为了压制数值频散,普通的做法则是会

提高网格密度或增加计算的网格点数,但是这两种

解决办法都会导致在频率域正演求解阻抗矩阵时内

存过大,计算效率降低。
本文在计算频率域地震正演中,利用最小二乘

共轭梯度法对稀疏矩阵进行求解,并从波动方程本

身出发,从理论上分析数值频散产生的原因,对高波

数进行补偿得到一种声波方程。 最后通过简单地震

模型和复杂地震模型测试,对计算效率和数值频散

压制效果进行了验证。

1　 基本原理

1. 1　 LSCG 法求解波场

本文采用迭代方法中的最小二乘共轭梯度法

(LSCG)来求解阻抗矩阵,声波方程一般采用九点差

分格式(图 1)。

图 1　 九点差分格式

Fig. 1　 Nine-point
 

difference
 

format

　 　 本文将波场空间划分横向上为 Nx,纵向上为 Nz

的网格空间。 设 n=Nx×Nz,
M(v,ω)U(ω) = F(ω)

 

, (1)
式中:M 是复阻抗系数矩阵,大小为 n×n;U(ω)是频

率域中的离散波场;F(ω)是震源项。 本文将复数矩

阵转化为实系数分块矩阵,那么可以表示成:
　 (MRe + iMIm)(URe + iUIm) = FRe + iFIm

 , (2)
式中,MRe 和 MIm 分别是阻抗系数矩阵的实部和虚

部,URe 和 UIm 分别是波场矩阵的实部和虚部,FRe

和 FIm 分别是震源矩阵的实部和虚部。 将上式展开

并写成分块矩阵的形式,如下:
MRe - MIm

MIm 　 MRe
( ) URe

UIm
( ) =

FRe

FIm
( )

 

, (3)

本文将复阻抗系数矩阵 M 进行排列,只对非零元素

进行存储,然后采用 LSCG 方法进行求解。 求解形

式可简单写成:
An×nun×1 = bn×1

 。 (4)
　 　 假设 u0 是要求解的波场的初始值,β0 是已知的

震源信息的二范数。 最小二乘共轭梯度法的求解过

程如下:
u0 = 0,r0 = b0 - Au0,i = 0
While

 

ri ≠ 0
 

i = i + 1
 

if
 

i = 1
 

p0 = r0
 

else
 

β i -2 = rT
i -1ri -1 / rT

i -2ri -2
 

P i -1 = ri -1 + β i -2P i -2
 

end
 

α i -1 = rT
i -1ri -1 / PT

i -1AP i -1
 

ui = ui -1 + α i -1P i -1
 

ri = ri -1 - α i -1AP i -2

end
u = ui +1

　 　 在上述求解过程中,ui+1 为最后输出的波场虚

实分解后的列向量,将实部和虚部结合就可以得到

波场解。 与常规正演方法相比,频率域下最小二乘

共轭梯度波动方程正演,对波场虚部和实部分别进

行存储,并同时采用了稀疏矩阵存储的方法,因此计

算速度较快,占用内存相对较小。
图 2 为基于最小二乘共轭梯度法求解的频率域

正演方法流程。
1. 2　 波数补偿

数值频散主要是因为高波数分量滞后较多而造

成的。 本文构思了一种改进方程对波数进行补偿。
c 为补偿算子,下式为时间域方程:

(v2∇2 - 􀆟2

􀆟2 t
+ c∇2 􀆟

􀆟t
)u = 0

 

, (5)

其中,c= 1
2
σv,y= c∇2,y 的空间傅立叶变换是波数

k 的增长函数。 σ 是稳定因子,本文经过多轮测试,
其稳定因子具体大小对结果并没有明显的影响,一
般取接近于 0 的正值,本文设置的稳定因子为 e-6。

方程(5)可以写成以下形式:

·583·
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图 2　 频率域正演流程

Fig. 2　 Frequency
 

domain
 

forward
 

flow
 

chart

(2yv
σ

- 􀆟2

􀆟2 t
+ 2y 􀆟

􀆟t
)u = 0

 

, (6)

　 　 我们可以定义一个中转波场 z:
z = ue -yt

 

, (7)
　 　 再将式(7)和式(6)写成:

u = zeyt
 

,

[( 2v
σy

+ 1)y2 - 􀆟2

􀆟2 t
]u = 0

 

,

ì

î

í

ïï

ïï

  

(8)

式中:v 是声波速度;u 是时间域波场。
最后将其转化为频率域下的改进方程:

ω2

v2 U(x,z,ω) + (1 + iωσ
v

)∇2U(x,z,ω) = 0
 

。 (9)

　 　 式(8)与常规的声波波动方程相似,我们可以

将定义的中转波场看作是常规波动方程的解,而原

来的时间域波场在式(9)中可以看作是关于波数 k
的指数增长模式。 那么本文所的改进方程则是在常

规声波方程的基础上对波数的一个补偿,对高波数

的补偿更为强烈。 数值频散现象本就是由高波数分

量滞后较多造成的。 本文的波数补偿方法能够对高

波数分量进行一定程度的补偿,进而压制数值频散,
提高正演精度。

2　 数值模拟

简单模型采用洼陷模型(图 3),模型大小为

201×201,网格间距为 10
 

m,正演所采用雷克子波主

频为 30
 

Hz。 简单模型在进行数值测试中,采用

PML 边界进行边界吸收,设置的 PML 边界厚度是

30。 图 3 为洼陷模型。 对于简单洼陷模型,本文采

用 LSCG+波数补偿方法的九点差分频率域正演模

拟和常规频率域正演方法进行对比。 图 4 分别是频

率 20
 

Hz(图 4a)和 36
 

Hz(图 4b)的频率切片。 表 1
是洼陷模型正演中两种不同求解阻抗矩阵的正演方

法所需计算时间和占用内存的对比分析。 我们可以

发现,最小二乘共轭梯度法计算的时间以及内存占

用均少于其他方法。
　 　 图 5 是洼陷模型的单炮记录,可以发现图 5b 有

较为严重的数值频散现象,而图 5a 的数值频散现象

被压制得较好。

图 3　 洼陷模型

Fig. 3　 Sag
 

model

图 4　 洼陷模型正演中频率 20
 

Hz(a)和 36
 

Hz(b)频率切片

Fig. 4　 Frequency
 

slices
 

of
 

20
 

Hz(a)
 

and
 

36
 

Hz(b)
 

in
 

the
 

forward
 

modeling
 

of
 

sag
 

model

·683·
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表 1　 洼陷模型正演计算效率对比

Table
 

1　 Comparison
 

of
 

forward
 

calculation
 

efficiency
 

of
 

sag
 

model

计算效率
直接高斯
消元法

最小二乘共
轭梯度 LSCG

不完全
LU 分解

最小二乘
正交法

计算时间 / s 95. 6 72. 3 84. 7 74. 5
占用内存 / GB 1. 5 0. 3 1. 4 0. 4
单次求解方程
平均耗时 / s 1. 35 1. 03 1. 19 1. 06

　 　 复杂模型采用加拿大洛基山脉模型(图 6),模
型大小 260×394,网格间距 10

 

m,雷克子波主频 30
 

Hz。 复杂模型在进行数值测试中,采用的 PML 边界

进行边界吸收,设置的 PML 边界厚度是 30。 本文

采用 LSCG+波数补偿方法的九点差分频率域正演

模拟。

a—采用波数补偿;b—未采用波数补偿
 

a—using
 

wavenumber
 

compensation;b—no
 

wavenumber
 

compensation

图 5　 洼陷模型正演单炮记录

Fig. 5　 Single
 

shot
 

record
 

for
 

forward
 

modeling
 

of
 

sag
 

model

图 6　 加拿大洛基山脉模型

Fig. 6　 Canadian
 

rockies
 

model

　 　 图 7 分别为频率 20
 

Hz(图 7a)和 36
 

Hz(图 7b)
的频率切片。 频率切片提供了较为丰富的波场信

息,可以发现在波场边界处的吸收效果比较好。 取

1. 2
 

s 处的时间域波场快照(图 8),分别采用 LSCG+
波数补偿方法正演以及普通 9 点差分频率域正演进

行对比分析。 在图 8 的波场快照中,我们同时可以

观察到有效波、数值频散以及边界处的轻微反射,未
采用波数补偿的正演方法具有一定的数值频散现

象,而采用波数补偿的正演方法能很好的压制数值

频散现象。 为了验证文中方法的抗频散能力,还在

图 7　 加拿大洛基山脉模型正演中频率 20
 

Hz(a)和 36
 

Hz(b)频率切片

Fig. 7　 Frequency
 

slices
 

of
 

20
 

Hz(a)
 

and
 

36
 

Hz(b)
 

in
 

the
 

forward
 

modeling
 

of
 

Canadian
 

rockies
 

model

·783·
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a—采用 LSCG+波数补偿;b—未采用波数补偿

a—using
 

wavenumber
 

compensation;b—no
 

wavenumber
 

compensation

图 8　 1. 2
 

s 处的波场快照(25
 

Hz)
Fig. 8　 Snapshot

 

of
 

the
 

wave
 

field
 

at
 

1. 2
 

s(25
 

Hz)

35
 

Hz 震源频率条件下对不同方法进行了验证,如
图 9 所示。 在 35

 

Hz 的震源频率下,采用波数补偿

的正演方法仍然能很好地压制数值频散现象,但是

正演模拟的精度并不能通过提高震源主频而提高。
表 2 是采用 LSCG 方法、直接高斯消元法、不完全

LU 分解法、最小二乘正交法正演方法的效率对比,
可以发现,采用 LSCG 方法进行频率域正演模拟的

所需时间比另外 3 种方法的频率域正演所需时间更

少,效率更高。

a—采用 LSCG+波数补偿;b—未采用波数补偿

a—using
 

wavenumber
 

compensation;b—no
 

wavenumber
 

compensation

图 9　 1. 2
 

s 处的波场快照(35
 

Hz)
Fig. 9　 Snapshot

 

of
 

the
 

wave
 

field
 

at
 

1. 2
 

s(35
 

Hz)
表 2　 复杂模型正演中 4 种不同求解阻抗矩阵

的正演方法计算效率

Table
 

2　 Computational
 

time
 

required
 

for
 

four
 

different
 

forward
 

modeling
 

methods
 

for
 

solving
 

impedance
 

matrix
 

in
 

complex
 

model
 

forward
 

modeling

计算效率
直接高斯

消元法

最小二乘共

轭梯度 LSCG
不完全

LU 分解法

最小二乘

正交法
计算时间 / s 153. 3 127. 2 148. 3 130. 3

占用内存 / GB 2. 3 0. 56 2. 1 0. 7
单次求解方程
平均耗时 / s 1. 91 1. 59 1. 85 1. 63

　 　 图 10 为加拿大洛基山脉模型单炮记录。 数值

频散现象会造成记录的干扰信息严重增多,数值频

散主要表现为高频假象。 图 10a 是采用过波数补偿

方法的正演模拟,图 10b 是未采用波数补偿方法的

正演模拟。 可以发现图 10b 有较为严重的数值频散

现象,而图 10a 的数值频散现象被压制得较好,且波

场较为清晰。 图 11 是分别对采用波数补偿和未采

用波数补偿的地震正演单炮记录抽取第 100 道进行

对比分析。 我们可以发现未采用波数补偿的地震单

炮单道记录中存在一定的噪声,而采用波数补偿地

震单炮单道记录具有较少的噪声成分,这种噪声成

分主要是数值频散导致的。
　 　 为了进一步验证算法的准确性,将本文方法和

解析解方法进行模拟对比,采用速度为 3
 

500
 

m / s,
网格大小为 200×200,网格间距为 10

 

m 的均匀介质

进行模拟,主频为 40
 

Hz,采样时间为 1
 

s。 将本文方

法计算得到的距离原点为 130
 

m 的接收点信号与解

析解方法得到的信号进行对比。 由图 12 可见,本文

方法接收信号与解析解信号存在一定偏差,但整体

偏差较小。

·883·
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a—采用波数补偿;b—未采用波数补偿

a—using
 

wavenumber
 

compensation;b—no
 

wavenumber
 

compensation

图 10　 加拿大洛基山脉模型正演单炮记录

Fig. 10　 The
 

Canadian
 

rockies
 

model
 

forwards
 

a
 

single
 

shot
 

record

a—未采用波数补偿;b—采用波数补偿

a—using
 

wavenumber
 

compensation;b—no
 

wavenumber
 

compensation

图 11　 正演模拟第 100 道单道对比分析

Fig. 11　 Comparison
 

and
 

analysis
 

of
 

the
 

100th
 

single-channel
 

forward
 

simulation

图 12　 解析解信号与本文方法接收信号对比

Fig. 12　 Comparison
 

of
 

analytical
 

solution
 

signal
 

and
 

received
 

signal
 

by
 

the
 

method
 

in
 

this
 

paper

3　 结论

本文针对频率域正演模拟中数值频散和计算效

率问题进行了研究。 采用最小二乘共轭梯度法

(LSCG)对阻抗矩阵求解来进行频率域正演,并提出

一种补偿方程对高波数进行补偿来进一步压制数值

频散。 经过洼陷模型和加拿大洛基山脉模型的数值

测试,可以得到以下结论:

1)在频率域正演中,相对于常规高斯消元法求

解阻抗矩阵,LSCG 方法具有更高的计算效率,并且

占用更少的计算内存。
2)本文提出的高波数补偿方法能够在一定程

度上压制数值频散现象。
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Dong-Jun1,HUANG
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Abstract:
 

The
 

seismic
 

forward
 

modeling
 

technique
 

is
 

critical
 

to
 

seismic
 

exploration. Moreover,it
 

shows
 

a
 

faster
 

rate
 

and
 

higher
 

calcula-
tion

 

efficiency
 

in
 

the
 

frequency
 

domain
 

than
 

in
 

the
 

time
 

domain. Presently,there
 

is
 

a
 

need
 

to
 

complete
 

the
 

forward
 

calculation
 

in
 

the
 

fre-
quency

 

domain
 

efficiently
 

and
 

accurately. The
 

specific
 

problems
 

include
 

the
 

numerical
 

dispersion
 

and
 

the
 

high
 

memory
 

consumption
 

for
 

calculating
 

and
 

decomposing
 

impedance,which
 

should
 

be
 

reduced
 

by
 

improving
 

the
 

calculation
 

efficiency. Different
 

from
 

the
 

convention-
al

 

direct
 

method,this
 

study
 

adopted
 

the
 

least-squares
 

conjugate
 

gradient
 

( LSCG)
 

method
 

used
 

to
 

determine
 

the
 

impedance
 

matrix
 

for
 

the
 

frequency-domain
 

forward
 

modeling
 

and
 

proposed
 

an
 

expression
 

for
 

wavenumber
 

compensation
 

to
 

suppress
 

the
 

numerical
 

dispersion.
The

 

numerical
 

tests
 

of
 

simple
 

and
 

complex
 

models
 

show
 

that
 

the
 

LSCG
 

method
 

can
 

effectively
 

reduce
 

the
 

calculation
 

time
 

and
 

that
 

the
 

frequency-domain
 

forward
 

modeling
 

method
 

based
 

on
 

wavenumber
 

compensation
 

can
 

effectively
 

suppress
 

the
 

numerical
 

dispersion
 

and
 

thus
 

improve
 

the
 

precision
 

of
 

wave
 

field
 

simulation.
Key

 

words:
 

seismic
 

exploration;frequency-domain
 

forward
 

modeling;least-squares
 

conjugate
 

gradient
 

method;numerical
 

dispersion;
calculation

 

efficiency
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