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基于圆弧主应力迹线的黏性土主动土压力分析

王佳宇 ，曹文贵 ，王雨波 ，张慧姐

（湖南大学土木工程学院，湖南  长沙　410082）

摘要：墙背粗糙导致墙后土体应力方向发生偏转，目前，黏性土中考虑土体应力方向偏转对土压力影响的研究较少。为

此，本文首先在探讨墙后土体主应力偏转规律的基础上，采用沿主应力迹线分层形成曲线薄层单元。然后，通过分析曲线

薄层单元的受力情况，建立曲线薄层单元的静力平衡方程，推导出平动模式下黏性土体土压力沿墙高分布的公式，进而获

得黏性土土压力分析新方法。最后，将本文方法与实测结果和现有理论进行对比验证和参数分析，验证本文方法的可靠性

和合理性。研究结果表明：考虑墙土摩擦效应的计算结果更能准确反映黏性土体土压力沿墙高的分布规律；土压力大小随

黏聚力增大而减小；随着墙土摩擦角的增大，土压力合力逐渐减小，作用点高度缓慢升高。
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An analysis of active earth pressure of cohesive soil based on the
layering of principal stress traces

WANG Jiayu ，CAO Wengui ，WANG Yubo ，ZHANG Huijie
（School of Civil Engineering, Hunan University, Changsha, Hunan　410082, China）

Abstract：The rough back of a wall causes the deflection of the soil stress direction behind the wall.  At present,
there are few studies on the influence of the deflection of the soil stress direction on the earth pressure in cohesive
soils.  For  this  reason,  this  paper  firstly  discusses  the deflection law of  the principal  stress  of  the soil  behind the
wall, and adopts a layered formation of curved thin-layer elements along the principal stress trace. By analyzing
the  force  of  the  curved  thin-layer  element,  the  static  balance  equation  of  the  curved  thin-layer  element  is
established, and the formula for the distribution of the earth pressure of the cohesive soil along the wall height in
the translational mode is derived, and the new analysis method of the cohesive earth pressure is obtained. Finally,
the  method  in  this  paper  is  compared  with  the  actual  measurement  results  and  the  existing  theory  and  the
parameters  are analyzed to verify the reliability and rationality of  the method in this  paper.  The research results
show  that  the  calculation  results  considering  the  effect  of  wall-soil  friction  can  more  accurately  reflect  the
distribution  law  of  cohesive  soil  along  the  wall  height;  the  magnitude  of  earth  pressure  decreases  with  the
increasing  cohesion.  With  the  increase  of  wall-soil  friction  angle  soil,  the  pressure  resultant  force  gradually
decreases, and the height of the point of application increases slowly.
Keywords：retaining wall；cohesive soil；active earth pressure；soil arching effect；principal stress traces

  

挡土墙后土压力的计算一直是土力学研究的重

点问题，明确作用于挡土墙上土压力的大小和分布，

对于挡土墙设计具有重要的工程实际意义。自从

18世纪朗肯和库仑土压力方法理论创建以来，其凭借 
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参数清晰、计算模型简单等优点被广泛使用，并逐渐

成为土压力分析研究中的两大经典理论。但经典理

论并不完美，存在明显的不合理之处，朗肯理论假定

墙背竖直光滑得到墙后土体沿墙高呈线性分布的规

律，没有考虑墙土摩擦角对土压力的影响；库仑理论

对于整体土楔体建立平衡方程，仅能得到土压力合

力，无法获得土压力沿墙高的分布，该理论也不适用

于黏性填土。

针对经典理论的不足，众多学者对土压力问题

进行了大量的后续研究工作。目前研究挡土墙后黏

性土土压力主要有两种思路：其一，基于库仑块体极

限平衡理论，考虑墙背接触面和滑裂面上黏聚力的

影响，对滑动土体建立整体静力平衡方程，求解得到

复杂情况下墙后土体土压力的合力表达式 [1 − 5]。但

该方法仍无法获得土压力沿墙高的分布规律；其二，

考虑土拱效应的影响，基于薄层微分单元研究土压

力分布的规律。目前，运用最多的分层方法是水平

分层 [6 − 15]，将墙后土体划分为无数水平薄层，假定层

面上分布等效均匀竖向应力，通过对薄层单元进行

受力分析，进而得到土压力分析方法。这类方法计

算模型简单直观，得到了土压力非线性分布的表达

式，但该方法忽略水平层上下截面的剪应力、假定

竖向应力均匀分布，存在明显的不足。通过对土拱

效应的深入研究，Li等 [16] 和 Cao等 [17] 提出了沿主应

力迹线割线分层的新理论，近似认为主应力迹线为

倾斜直线，在分层截面上只分布主应力，没有剪应

力，简化了受力分析，但该方法只是一种近似处理，

不符合实际受力情况。Cao等 [18] 在此基础上提出沿

主应力迹线分层的方法对土压力进行平衡分析。由

于薄层单元是按主应力轨迹进行划分的，所以层间

只作用大主应力而没有剪应力，有效避免了直线分

层的不足，为土压力分析开拓了新的思路，经验证取

得更为合理的结果。但是，目前基于主应力迹线分

层方法还仅局限于无黏性土的研究，不适用于黏性

填土的分析，且主应力迹线几何形状、几何参数确

定较为复杂，这正是本文研究的主要内容。

综上所述，本文基于主应力迹线分层的土压力分

析方法，充分考虑了黏聚力对土压力分析的影响，取

曲线薄层微分单元为研究对象，合理分析曲线单元受

力情况，建立静力平衡关系，推导得到黏性土土压力

的分布、合力及作用点高度计算的新方法。 

1    应力偏转规律及应力状态分析
 

1.1    基本假定

如图 1所示，挡土墙高为 H，ABG 是处于主动极限

状态下的三角形土楔体，土体为黏性土，靠近墙顶附

近区域的土体 ABCD 在自身黏聚力和内摩擦角的作

用下保持稳定，土体内部形成张拉裂缝，裂缝深度为

z0。鉴于实际挡土墙土压力问题的复杂性，为了方便

研究，进行以下假定：
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图 1    土楔体及主应力迹线模型

Fig. 1    Soil wedge and principal stress trace model
 

（1）挡土墙竖直，墙背粗糙，填土面水平且无附加

荷载，墙土摩擦角为 δ；
（2）挡土墙后土体为黏性土，内摩擦角为 φ，墙土

接触面处黏聚力为 cw，土体黏聚力为 c，且满足 cw=ηc，
其中 η=tanδ/tanφ；

（3）挡土墙背离土体发生平动位移时，靠近墙顶

附近区域土体内部形成张拉裂缝，其深度可用下式计

算[1 − 5]：

z0 =
2c

γ tan(45◦−φ/2)
（1）

式中：γ—土体重度。

（4）假定挡土墙后土体主动极限状态下滑裂面为

直线，倾角为 β，大小依据文献 [1]的理论结果进行计算：

tan(
π

2
−β) =

(1+η) tanφ+ secφ
√

1+η
ηtan2φ−1

（2）

（5）为了方便研究黏性土土体应力状态变化的情

况，引进文献 [15]中坐标平移的方法。将图 2所示莫

尔应力圆中的纵坐标 τ 向左偏移 ccotφ 距离，新旧坐标

系之间的关系可表示为：{
σ′ = σ+ ccotφ
τ′ = τ （3）
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σ τ式中： 、 —旧坐标系中的横、纵坐标轴；

σ′ τ′、 —新坐标系中的横、纵坐标轴。 

1.2    应力偏转及应力状态分析

实际挡土墙工程中不存在绝对光滑的情况，墙土

之间的摩擦力导致墙土接触面主应力方向发生偏转，

进而引发其他土体微分单元的主应力发生偏转，直到

土体破裂面处停止。Handy[6] 基于土拱效应把土拱形

状定义为主应力迹线，认为即使主应力方向发生偏

转，土体内仍存在相互垂直的大小主应力迹线。由于

本文研究主动极限状态下土压力变化规律，故引入小

主应力迹线模型，如图 1所示。

σ0
1

σ0
3

σh τw

在墙背粗糙的影响下，主应力方向发生了偏转。

图 2（a）表示深度为 z 时墙土接触面 E 点处土体单元

受力状态。两直角边上分别作用有最大主应力 和

最小主应力 ，最小主应力方向由原来的水平偏转为

与竖直方向呈 θ0 角度；斜边与墙背重合，作用有正应

力 和剪应力 。假设墙土接触面处于极限平衡状

态，则该点土体的大小主应力满足以下关系：

σ0′
3

σ0′
1

=
1− sinφ
1+ sinφ

（4）

根据图 2（b）莫尔应力圆可得应力表达式为：

σh
′ =

σ0′
1

1+ sinφ
(1+ cos2θ0 sinφ) （5）

τw
′ =

σ0′
1

1+ sinφ
sin2θ0 sinφ （6）

τw
′ = σh

′ tanδ = σh tanδ+ cw （7）

σ0′
3 σ

0′
1 σh

′ τw
′式中： 、 、 、 —表示新坐标系下应力。

联立式（5）（6）（7）可得墙土接触面小主应力偏转

角表达式为： 
θ0=

π
2
− ∆0

2

∆0=arcsin
(

sinδ
sinφ

)
−δ

（8）

σ1
1 σ1

3

图 3所示为滑裂面 F 点处土体单元受力状态。两

直角边上分别作用有最大主应力 和最小主应力 ，

最小主应力方向偏转为与竖直方向呈 θ1 角度。当土

体达到极限平衡状态时，大主应力作用面与滑裂面夹

角为 ψ=45°+φ/2，因此主应力偏转角 θ1 表达式为：

θ1 =
π
4
+β− φ

2
（9）

θ0、θ1

由式（8）（9）可知墙背接触面和滑裂面上主应力

偏转角 与埋深无关，只与墙土本身的属性有关，

即在墙上任意深度处，主应力偏转角均相等。但在同

一条主应力迹线上的不同位置处，主应力偏转角不同。

 
 

β

θ1

σ31

σ1

σf

τf

ψ

1

图 3    滑裂面处主应力偏转情况

Fig. 3    Deflection of the principal stress at the slip surface
  

2    土压力公式计算
 

2.1    主应力迹线几何形状、参数确定

为深入分析挡墙后土拱效应对土压力的影响，众

多学者针主应力迹线形状进行了探讨，分别有假设主

应力迹线形状为悬链线、圆弧、抛物线、对数螺旋线

等。应宏伟等 [8] 经过理论推导、对比分析发现，主应

力迹线形状对土压力强度大小及分布影响较小。为

简化研究思路，本文采用圆弧小主应力迹线形式，土

楔体在墙背摩擦角的作用下主应力发生偏转，土体内

形成无数圆弧主应力迹线，取其中一段微分单元

EFF'E'为研究对象，如图 4所示。圆弧上 E 点与圆心

的连线与水平方向的夹角为 θ0，F 点与圆心的连线与

水平方向的夹角为 θ1，主应力迹线 i 位置处与圆心的

连线与水平方向的夹角为 θi。为了获得曲线微分单

元 EFF'E'的受力分析，首先需要确定圆弧的几何位置

和参数，求解圆弧半径过程如下：

建立直角坐标系：G 为原点，竖直方向为 z 轴，水

平方向为 x 轴，E 点坐标为（0，H−z），设 F 点横坐标为

x0，根据直线方程可知其纵坐标 z0=x0tanβ，圆弧主应力

迹线上 E、F 两点满足下列几何关系：

 

τw

σh

θ0

σ3
0

σ3
0

σ3

c cot φ τw(τw′)

0′ σ1
σ(σ′)

δ

φ

0′

σ1
0

σh 2θ0

σh

0′

σ1

o′
o

τ′ τ

0

(a) (b)

图 2    墙土接触面受力分析和莫尔圆情况

Fig. 2    Deflection of the principal stress and Mohr circle at the
contact surface of the wall back
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H− z+REF sinθ0 = x0 tanβ+REF sinθ1 （10）

REF cosθ0− x0 = REF cosθ1 （11）

式中：REF—圆 O 的半径。
⌢

EF联立式（10）（11）可得曲线薄层单元上表面 的

半径表达式为：

REF =
H− z

t1+ t2 tanβ
（12）

式中：t1、t2—参数，其表达式为：

t1 = sinθ1− sinθ0 （13）

t2 = cosθ0− cosθ1 （14）

⌢

E′F′
同理，按照相同的方法可以求出曲线薄层单元下

表面 的半径表达式：

RE′F′ =
H− z−dz
t1+ t2 tanβ

（15）

dz式中： —薄层单元厚度。 

2.2    主动土压力强度计算

曲线薄层微分单元 EFF'E'受力分析如图 4所示，

由于其处于极限平衡状态，故在 X、Z 方向上受力平衡：

ΣF(X) = 0 :
FEE′

x −FEF
x +FE′F′

x +FFF′
x = 0 （16）

ΣF(Z) = 0 :
FEE′

Z −FEF
Z +FE′F′

Z +FFF′
Z −G = 0 （17）

FEE′
x FEF′

x FE′F′
x FFF′

x FEE′
z FEF

z FE′F′
z FFF′

z式中： 、 、 、 、 、 、 、 —

　　  各截面上 X、Z 方向的分力作用力；

G—单元体自重。

墙土接触面 AG 上直线微段 EE'均匀分布有正应

力 σh 和剪应力 τw，则截面受力为：

X 方向分力为：

FEE′
X = σhdz （18）

Z 方向分力为：

FEE′
Z = τwdz （19）

σi
1

圆弧薄层单元截面 EF 上只分布有沿圆弧法向方

向的最大主应力。在主应力迹线上 i 位置处，对应最

大主应力为 ，则截面上受力为：

X 方向分力为：

FEF
X =

w θ1
θ0
σi

1REF cosθidθi （20）

Z 方向分力为：

FEF
Z =

w θ1
θ0
σi

1REF sinθidθi （21）

在前文研究中已知主应力迹线上不同位置处，埋

深不同，主应力大小和偏转角均发生变化。采用文献 [18]
中的假定，即假定不同埋深处最大主应力的大小满足

如下关系：

σi
1 = σ

0
1+γ∆zi （22）

zi式中：Δ —主应力迹线上 i 位置处的点与 E 点的高

　　　　　　度差，可表示为：

∆zi = REF(sinθi− sinθ0) （23）

dσi
1

同理，圆弧薄层单元截面 E'F'上分布只有沿圆弧

法向方向的最大主应力。在对应 i 位置处，最大主应

力增量为 ，则截面上受力为：

X 方向分力为：

FE′F′
X =

w θ1
θ0

(σi
1+dσi

1)RE′F′ cosθidθi （24）

Z 方向分力为：

FE′F′
Z =

w θ1
θ0

(σi
1+dσi

1)RE′F′ sinθidθi （25）

滑裂面 BG 上直线微段 FF′分布有指向滑裂面法

向方向的正应力 σf 和沿滑裂面切向方向的剪应力 τf，
则截面上受力为：

X 方向分力为：

FFF′
X = lFF′ (−σf cosβ+τf sinβ) （26）

Z 方向分力为：

FFF′
Z = lFF′ (σf sinβ+τf cosβ) （27）

式中：lFF′—曲线薄层单元上线段 FF'的长度。

根据图 4几何关系可得：

lFF′ = lGF − lGF′ =
secβ

(t1+ t2 tanβ)t2
dz （28）

式中：lGF、lGF′—线段 GF、GF'的长度。

圆弧微分单元自重等于土体重度乘以其面积，单
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图 4    主应力迹线分层模型及薄层单元受力分析

Fig. 4    Layered model of the principal stress trace and force
analysis of thin-layer elements
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元体面积由上下 2个相同圆心角的圆弧和 2条直线段

围成，属于不规则图形。目前，很难用现有求面积的

方法对其进行求解，故采用近似的方法，将不规则的

图形近似看做梯形，梯形的上下两边是弧长，高为

dzsinθ0，则单元体自重 G 表达式为：

G =
(l ⌢

EF
+ l ⌢

E′F′
)sinθ0

2
dz （29）

l ⌢
EF

l ⌢

E′F′

⌢

EF
⌢

E′F′式中： 、 — 、 的弧长，弧长等于圆心角

　　　　　　　    乘以半径。

l ⌢
EF
= (θ1− θ0)REF （30）

l ⌢

E′F′
= (θ1− θ0)RE′F′ （31）

将各个分量代入 X、Z 方向受力平衡表达式（16）
（17）中，整理可得曲线薄层微分单元 EFF'E'的主应力

微分方程为：

dσ0
1

dz
− A1

H− z
σ0

1+γA2+
cA3

H− z
= 0 （32）

式中：

A1 = 1− f1 f3 f6

f5

A2 =
f9

f1 f5

A3 =
( f1 f7+ f8)

f5

f1=t1+ t2 tanβ

f2 = (θ1− θ0) sinθ0

f3 =
1+ cos2θ0 sinφ

1+ sinφ

f4 =
θ1− θ0

2
− sin2θ1− sin2θ0

4
− t2 sinθ0

f5 = t2(tanφ− tanβ)− t1(1+ tanφ tanβ)

f6 = tanδ(tanφ− tanβ)− (1+ tanφ tanβ)

f7 =
f3 f6+ (1+ tanφ tanβ)

tanφ

f8 = t2
[
tanβ(tanφ− tanβ)− (1+ tanφ tanβ)

]
f9 = t2

1(1+ tanφ tanβ)− (2 f4+ f1 f2)(tanφ− tanβ)

求解式（32）微分方程，解得：

σ0
1 = M(H− z)−A1 +

γA2

1+A1
(H− z)+

cA3

A1
（33）

联立式（ 3） （ 5） （ 33）可得挡土墙侧向土压力强

度为：

σh=M f3(H− z)−A1 +K1(H− z)+ cK2 （34）

式中：

K1 =
γA2 f3

1+A1

K2 =
A3 f3

A1
+ cotφ( f3−1)

式中：M—待定常数。

z = z0根据边界条件可知，在临界深度 处，σh=0，代
入式（34）可解得常数为：

M = − [K1(H− z0)+ cK2]
f3

∗ (H− z0)A1 （35）

将式（35）代入式（34）可得挡土墙侧向主动土压力

强度为：

σh =K1

[
(H− z)− (H− z0)1+A1 (H− z)−A1

]
+

cK2

[
1− (H− z0)A1 (H− z)−A1

]
（36）

 

2.3    土压力合力及其作用点高度计算

临界深度以上的土体在自身黏聚力和内摩擦角

作用下保持稳定，不对墙体产生任何作用力，因此在

计算土压力合力时应该从临界深度开始对式（36）积
分，可得挡土墙主动土压力合力为：

Ea =
w H

z0

σhdz

=
K1(A1+1)
2(A1−1)

(H− z0)2+
cK2A1

A1−1
(H− z0) （37）

同理，从临界深度开始土压力对墙脚处取矩可得

弯矩为：

Ma =
w H

z0

σh(H− z)dz

=
K1(1+A1)
3(A1−2)

(H− z0)3+
cK2A1

2(A1−2)
(H− z0)2 （38）

合力作用点距离墙脚的竖直距离为：

h =
Ma

Ea
（39）

h = 1/3H当 c=0，δ=0时， ，与朗肯土压力理论一致。 

3    实例验证与参数分析
 

3.1    实例验证

为了验证本文方法的正确性，选取文献 [19]中的

实验数据对本文结果进行验证。该实验墙背竖直，墙

高为 4 m，土的天然重度为 γ=18.95 kN/m3，不排水三轴

快剪指标为内摩擦角 φ=16.6°，土与墙间摩擦角 δ=
8.3°，黏聚力 c=4.6 kPa。

图 5给出了本文方法与实测数据和其他理论方法
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的对比结果。由图 5可知，本文方法和文献 [11][12]
均得到了土压力强度沿墙高呈非线性分布的规律，在

接近墙脚位置处的应力值发生突变。本文方法和文

献 [12]计算结果始终小于朗肯理论计算值，文献 [11]
在挡土墙上面一部分略大于朗肯理论计算值，偏于保

守，下面一部分小于朗肯理论计算值 。从数据对比分

析来看，本文方法计算结果无论从大小还是分布均与

实测结果更加吻合，验证了本文方法的合理性及优

越性。
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y
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主动土压力强度 σh/kPa

图 5    主动土压力对比分析

Fig. 5    Comparative analysis of active earth pressure
  

3.2    参数分析

为了更深入地探讨各参数对黏性土主动土压力

分布的影响，选取工程中常用的参数范围，通过控制

变量法，从定性的角度总结墙土摩擦角-内摩擦角（δ-
φ）、黏聚力 c 等因素对土压力强度分布的影响规律。

图 6表示墙土摩擦角 δ 对土压力分布的影响，由

图 6可知，随着 δ 增大，土压力逐渐减小。δ 值较小

时，土压力近似呈线性分布，在接近墙踵处突变为负

值。δ 逐渐变大，土压力分布从近似直线变为曲线分

布，应力突变点逐渐提高。如图 7所示，始终保持

δ/φ=2/3，随着 φ 增加，土压力不断减小，塑性临界深度

逐渐增大。图 8表示黏性土黏聚力对土压力分布的

影响，随着土体黏聚力 c 增加，土压力逐渐减小，塑性

临界深度逐渐增大。

图 9表示土体内摩擦角对侧向土压力合力的影

响，朗肯理论合力表达式只与 φ 相关，当 φ 为定值时，

合力即为定值；随着 δ 增加，本文方法与文献 [7]方法

合力逐渐减小，这是由于墙土间摩擦力可抵消一部分

土压力，因此合力减小，与实际情况相符合。图 10表

示墙土摩擦角对合力作用点高度的影响，随着 δ 增

大，本文合力作用点高度缓慢升高，挡土墙整体稳定

性变差；而文献 [7]合力作用点近似直线上升趋势，与

朗肯理论作用点结果偏差太大，故本文计算结果更加
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图 6    墙土摩擦角 δ 对土压力分布的影响

Fig. 6    Influence of the wall-soil friction angle
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具有合理性。
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图 10    墙土摩擦角 δ 对土压力合力作用点高度的影响

Fig. 10    Influence of wall-soil friction angle on the height of the
resultant point of earth pressure 

4    结论

（1）通过与实测数据和现有的理论方法进行土压

力大小和分布规律的对比分析，验证本文方法的合理

性及优越性；从定性的角度分析了墙土摩擦角、土体

内摩擦角、黏聚力等因素对土压力强度分布的影响规

律及影响程度。

（2）研究结果表明：黏聚力对土压力大小有明显

的影响，随着黏聚力的增加，土压力逐渐减小；墙土摩

擦角 δ 较小时，土压力线性分布特征越明显，随着 δ 增

大，土压力合力逐渐减小，合力作用点缓慢提高，土压

力分布逐渐减小且非线性分布特征越明显。

（3）由于本文研究中假定张拉裂缝为朗肯裂缝，

没有考虑墙背粗糙程度对裂缝深度的影响，比实际工

程测得的裂缝高度偏低一点，对研究结果的适用性有

一定的影响，因此对裂缝深度的计算还需有进一步的

研究。
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