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摘要：关于地下水变密度流与溶质运移的研究通常局限于二维系统中，三维系统中的研究非常有限。然而，仍有零星研究

表明，三维系统中的对流过程与二维系统不同。文章通过 SEAWAT-2000 进行数值模拟，系统研究了二维和三维系统中的

变密度溶质运移过程，利用舍伍德数、空间矩和稀释指数量化了系统的不稳定性和溶质扩散、稀释程度。结果表明：二维

系统产生分散指流，而三维系统中因扩散程度的增强使得分散指流的产生受到抑制，但是，三维系统的不稳定性比二维系

统更强，对流入渗更快，与指流的产生与否并无直接关联。另外，三维系统中溶质的稀释程度大于二维系统，但溶质在二维

系统中将更快接近稀释的最大值，传统二阶中心矩可能会造成自由对流和不稳定性溶质运移过程中溶质扩散和稀释程度

的错误估计。研究结果将有助于正确预测三维自然含水层中的自由对流和溶质运移。

关键词：系统维度；自由对流；不稳定性；指流；扩散；稀释；数值模拟
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Abstract：Investigation  of  groundwater  variable-density  flow  and  solute  transport  is  usually  limited  in  a  2D
system.  There  are  only  a  few  studies  performed  in  a  3D  system.  However,  there  are  still  studies  showing
differences in free convection between the 2D and 3D systems. This study systematically investigates the variable-
density solute transport processes in the 2D and 3D systems through numerical simulations of SEAWAT-2000 and
quantifies the system instability, solute spreading and dilution using the Sherwood number, spatial moments and
dilution index. The results show that the separate fingers form in the 2D system while they are suppressed in the
3D  system  due  to  the  enhanced  diffusion.  However,  the  instability  is  stronger  and  the  convective  infiltration  is
faster  in  the  3D  system,  which  is  not  directly  related  to  the  fingering  phenomenon.  Furthermore,  dilution  is 
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stronger in the 3D system, and it reaches to the maximum values at a faster rate in the 2D system. The traditional
second central moment may lead to the wrong estimation of spreading and solute dilution in free convection and
unstable  solute  transport.  These  outcomes  help  predict  properly  free  convection  and  solute  transport  in  three-
dimensional natural aquifers.
Keywords：system  dimensionality； free  convection； instability； fingering； spreading； dilution； numerical
simulation

  

地下含水层中常出现流体密度差，受重力作用驱

动引发对流过程，形成物质传输 [1 − 2]。常见的地下水

密度差异主要来源于人类活动，如油田的卤水处理、

垃圾填埋的渗滤、农业化肥的入渗、高密度水相工业

溶液的灌入等 [3 − 5]。除此之外，海水入侵也是常见的

变密度流问题 [6 − 7]。对流过程导致不稳定性的发生，

增加溶质运移的不确定性，将显著提升地下水管理和

修复的难度 [8 − 9]。因此，正确量化对流及其作用下的

溶质运移过程是预测含水层中污染物迁移的理论基

础，对有效修复地下水具有重要意义。

仅在流体密度梯度驱动下的流动称为自由对

流 [10]。在自由对流过程中，处于上层的入侵溶液（高

密度流体）由于重力作用变得不稳定，由密度梯度驱

动入渗至低密度流体中，形成指流，从而增大流体间

的混合，并最终形成稳定的密度梯度分布 [11]。大量的

室内试验和数值模拟研究表明，流体密度差、多孔介

质渗透性和含水率是影响变密度流和溶质运移的关

键因素 [12 − 15]。其中，多孔介质的非均质性空间分布对

于对流和溶质运移的影响更是成为了多年来的研究

热点[16 − 17]。例如，Post 等[18] 通过砂槽试验和数值模拟

研究了离散低渗透性结构对自由对流的影响，揭示了

高渗透性区域的层内对流和低渗透性区域的层间对

流两种不同机理；Kreyns 等 [19] 研究了非均质连通性对

海岸带含水层中的变密度流及溶质运移的影响，指出

优先通道流作用于海岸带地下水的流动和溶质运移，

使其混合带增大、盐度分布更加复杂。更复杂的研究

包括 Lu 等 [20] 在自由对流过程中进一步考虑了多孔介

质两区动力学传质过程，强调了两区动力学传质对

于自由对流中溶质运移的重要影响；Xie 等 [21 − 22] 研

究了多孔介质中自由对流指流的速度及其不确定

性，发现采用随机框架可以减小指流和流速的不确

定性。

然而，由于数值计算量的庞大和试验操作的复杂

性，关于地下水变密度流的研究基本限于二维系统，

三维系统中的研究极少有被报道 [23 − 25]。仅有零星研

究表明，三维系统中的变密度流与二维系统不同，密

度效应可能会因三维系统中更强的弥散效应而被

减弱，但是也有可能导致更大尺寸的指流以及指流间的交

汇 [26 − 27]。目前，聚焦于系统维度对均质多孔介质中自

由对流和溶质运移影响的研究还未见报道。本文通

过数值模拟二维和三维系统中的自由对流和溶质运

移，观测指流等不稳定性的产生和演变过程，量化不

同维度下的溶质扩散和稀释程度，明确系统维度对自

由对流和溶质运移的作用机制，以预防基于二维系统

的计算结果对预测三维自然含水层中自由对流和溶

质运移所产生的错误估计。 

1    数值模拟

采用变密度地下水流与溶质运移程序 SEAWAT-
2000 进 行 数 值 模 拟 ， 该 程 序 耦 合 了 MODFLOW-
2000 和 MT3DMS 两个子程序。 

1.1    基本方程

多孔介质中的变密度地下水流控制方程为：

∇ ·
[
ρK

(
∇ ·hf +

ρ−ρf

ρf
· ∇z

)]
= ρS f

∂hf

∂t
+n
∂ρ

∂t
+ρs qs （1）

式中: K —渗透系数张量/（m·s−1）；

z —垂向坐标/m；

hf —淡水水头当量/m；

ρ —流体密度/（kg·m−3）；

ρf —淡水密度/（kg·m−3）；

Sf —储水系数/m−1；

n —有效孔隙度；

t —时间/s；
ρs —源/汇项流体密度/（kg·m−3）；

qs —源/汇项单位体积流量/s−1。

溶质运移采用传统的对流-弥散方程：

∂c
∂t
= ∇(u · c)−∇ · (D∇c) （2）

式中: c —溶质的浓度/（kg·m−3）；

D —水动力弥散系数/（m2·s−1）；

u —流体速度/（m·s−1）。
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流体密度和浓度之间存在的经验关系为[28 − 29]：

ρ = ρf +εc （3）

ε式中： —密度对浓度的梯度。 

1.2    数值模型

二维和三维数值模型设置见图 1。二维模型改编自

Elder problem 经典自由对流模型，模拟区域长 600 m、

高 150 m。三维模型的长和高与二维模型一致，其宽

为 100 m。长、宽、高分别用字母 L、W 和 H 来表示。

二者均为均质多孔介质填充。为了避免网格剖分对

数值模拟结果的影响 [30]，选择纵向（即 x 方向）离散间

距为 3 m，横向（即 y 方向）离散间距为 1 m，垂向（即

z 方向）离散间距为 1.5 m。二维和三维模型分别剖分

20 000 和 2 000 000 个网格。模型的左、右边界顶部作

为流体和溶质的出口，设置为定水头边界，其余左、右

边界为不透水边界。模型底部为无流量边界，而顶部

源区设为定浓度边界条件，浓度为 280 kg/m3，对应密度

1 200 kg/m3。在流体密度 1 000～1 200 kg/m3 范围内，

ε 值为 0.714 3[31]。在二维模型中，源区长度（Ls）为 300 m；

三维模型中的源区长（Ls）为 300 m，宽（  Ws）为 50 m。

起初，模拟区域充满了淡水，一旦有足够多的溶质通

过扩散从源区进入模型上边界后，将由密度驱动进入

模型内部，直到整个区域充满与源区浓度相等的溶

质，达到稳态分布。因此，模拟时间步长为 1 d，总长

设为 50 a，此时已有大量溶质进入模拟区域并到达模

型底部。模型其它参数设置见表 1。
 
 

(a) 二维系统

(b) 三维系统

L=600 m

Ls=300 m
定水头边界 定水头边界

H
=

1
5
0
 m
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1
5
0
 m

W
=
10

0 
m

W
s
=
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 m 定水头边界

定水头
边界

Ls=300 m

x

x

y
z

z

图 1    数值模型设置图

Fig. 1    Sketch of the numerical model
  

1.3    量化参数

传统上采用无量纲瑞利数（Rayleigh number）来判

断不稳定性的发生与否 [16]。瑞利数被定义为密度驱

动力与扩散造成的阻力之间的比值，其计算公式为：

Ra =
kρfgαH
µnDd

（4）

式中: k —固有渗透率/m2；

g —重力加速度/（m·s−2）；

μ —动力黏度/（kg·m−1·s−1）；

Dd —分子扩散系数/（m2·s−1）；

α —相对密度比。

相对密度比 α 定义为：

α =
ρs−ρf

ρf
（5）

另一个可用来判断系统稳定性的参数为舍伍德

数（Sherwood number）。该参数被定义为自由对流造

成的传质与扩散导致的传质之间的比值，其计算公

式为：

Sh =
QH

WsLsDd∆c
（6）

式中: Q —通过顶部边界的溶质质量通量/（kg·m2·s−1）；

Ws —源区宽度/m；

Ls —源区长度/m；

Δc—源区溶液与淡水的最大浓度差/（kg·m−3）。

当 Sh 大于 1 时，系统由于对流和扩散过程呈现不

稳定性；相反，当 Sh 值为 1 时，系统仅包含扩散运移，

表现为稳定系统。

溶质在运移过程中的分布特征大多通过计算空

间矩来衡量。零阶矩（m0）为区域内溶质的总质量，单

位为 kg；经零阶矩标准化后得到的空间一阶矩即为溶

质羽的质心（x0），单位为 m；而二阶中心矩（m2c）一般

用来描述溶质羽围绕着质心的扩散情况，单位为 m2；

其计算公式分别为[32]：

m0(t) =
w

V
nc(x, t)dV （7）

 

表 1    模型中的参数值

Table 1    Parameters used in the numerical model
 

参数 参数值

渗透系数/（m·s−1） 4.65×10−6

有效孔隙度 0.1
储水系数/m−1 1.0×10−4

扩散系数/（m2·s−1） 3.565×10−6

纵向弥散度/m 0
横向弥散度/m 0

淡水密度/（kg·m−3） 1 000
固有渗透率/m2 4.845×10−13

重力加速度/（m·s−2） 9.81
动力黏度/（kg·m−1·s−1） 1.0×10−3
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x0(t) =
m1(t)
m0(t)

=

w
V

xnc(x, t)dVw
V

nc(x, t)dV
（8）

m2c(t) =

w
V

(x− x0)⊗ (x− x0)nc(x, t)dVw
V

nc(x, t)dV
（9）

式中: x —在 x、y、z 方向上的空间坐标向量/m；

m1 —一阶空间原始矩/（kg·m）；

V —模拟区域，在三维系统中为体积/m3，在二

维系统中为面积/m2；

值得注意的是，此处的 x0 和 m2c 均为矢量。本文

采用溶质羽在 z 方向上的质心位置（ z0）以及其在 x、
y、z 三个空间方向上的二阶中心矩（m2c=（m2c,xx, m2c,yy,
m2c, zz））来描述溶质羽的运移情况。

由于空间二阶矩量化的是溶质相对于质心扩散

的程度，并非真正的稀释度，因此，本文同时通过计算

稀释指数（E）来描述溶质通过对流弥散得到的稀释程

度 [32]。该参数计算了溶质空间分布的无序性，其值等

于香农熵指数（Shannon entropy）：

E (t) = exp
[
−

w
V

(p (x, t) ln p (x, t))dV
]

（10）

其中，p 为粒子位置的概率分布，其定义为：

p(x, t) =
c(x, t)r

V c(x, t)dV
（11）

反应比率（reactor ratio, M）被定义为稀释指数值与

其理论最大值（Emax）之间的比值[32]，其公式为：

M =
E

Emax
（12）

当溶质充满整个模拟区域，并且区域内浓度均一

时，稀释达到理论最大值，其值为模拟区域的总体

积。反应比率取值范围为 0～1 之间。 

2    结果与讨论
 

2.1    对流与溶质分布

图 2 展示了第 5 年二维和三维中心截面上溶质羽

的分布情况，图中的 C 为相对于源区的标准化浓度，

无量纲。由图 2（a）可见，二维系统中出现 4 条分散的

指流，指流呈中心对称分布，中间 2 条指流较小，两侧

的指流较大，表明两侧的不稳定性相对更强。指流边

缘由于扩散作用表现出平滑的浓度梯度分布，两侧的

指流则因扩散作用到达模拟区域底部。三维系统中

溶质羽在 x-z 与 y-z 中心截面的分布分别见图 2（b）和
图 2（ c）。溶质羽在三维系统中同样呈中心对称分

布。然而，与二维系统不同的是，整个系统中并未出

现分散的指流，溶质羽成团下渗，仅在 x-z 截面的源区

两侧表现出相对较高的浓度分布。二维和三维系统

中溶质羽分布的显著差异表明了不同系统维度下自

由对流和溶质扩散过程的区别，由于三维系统中的扩

散程度较二维系统更大，可能抑制三维系统中指流的

产生。

图 3 展示了二维系统 x-z 截面和三维系统 x-z 中心

截面上不同时间点的溶质羽分布。二维系统中的
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图 2    第 5 年的溶质羽分布图

Fig. 2    Concentration distributions of the solute plume in the 5th year
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4 条分散指流随着对流和扩散过程的进行逐渐交汇，

10 a 后演化为 2 条尺寸较大的分散指流，  20 a 后指流

已完全交汇，并且继续通过对流/扩散蔓延至系统整个

区域。三维系统中溶质羽的发展和演化与二维系统

截然不同。在整个模拟时间内，三维系统中未曾出现

分散的指流，仅在部分区域表现出一些强不稳定性。

例如，当 t=4 a 时，三维系统源区下方两侧由于较快的

溶质渗流呈现出两个橙黄色小尖角；当 t=10 a 时，系

统中部呈现出一个更大的凸起。20 a 后的溶质分布在

二维系统和三维系统中相对接近，仅在中心区域呈现

出明显的差异。另外，图 3 表明，三维系统中早期的

自由对流速度相比于二维系统更快。
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图 3    不同时间点二维 x-z截面和三维 x-z中心截面上的溶质羽分布图

Fig. 3    Solute plume distribution on the 2D x-z cross-section and the 3D x-z central cross-section at different time points
 
 

2.2    不稳定性量化分析

根据式（4）计算得到的瑞利数（Ra）为 400，远大于

Horton-Rogers-Lapwood problem 中 4π2 这一临界值[33 − 34]，

预示着自由对流的发生。尽管 Horton-Rogers-Lapwood
problem 中考虑无限延伸的水平多孔介质及常温上、

下边界，与 Elder problem 中的模型和边界设置有所区

别，但 4π2 被众多学者用来评估不同模型中不稳定性

产生的临界瑞利数值。然而，瑞利数值与维度无关，

无法评判不同维度系统中的不稳定性程度。

图 4 展示了不同维度系统中自由对流与扩散导致

的传质比率（即舍伍德数）随时间的变化。在模拟时

间范围内，舍伍德数大于 1，表明自由对流引发的质量

传递大于扩散过程，系统由于自由对流和扩散处于不

稳定状态。然而，除了初始几年的波动，系统总体的

不稳定性随着时间推移逐渐下降，由对流占优缓慢过

渡至对流、扩散相对平衡的状态。另外，舍伍德数在

三维系统中的值大于二维系统，表明三维系统中的对

流占优程度更甚于二维系统，三维系统的不稳定性更

强。该现象与我们通过观测溶质分布发展的直观感

受相违背，即分散指流的产生与否和系统的稳定性程

度之间没有直接关联。

质心位置在 z 方向上的分布随时间变化情况见

图 5。二维和三维系统中质心位置随时间的变化趋势

一致：前 5 年，由于强对流入渗，使得质心位置急速下
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图 4    舍伍德数随时间变化图

Fig. 4    Change of Sh with time
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图 5    质心位置随时间变化图

Fig. 5    Change of centroid position with time
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降；质心位置的下降速度随着时间的推移逐渐减慢；

10 a 后，底部溶质由浓度梯度驱动向上方扩散，导致

质心位置缓慢向上迁移。质心在三维系统中的下降

速度大于二维系统，这与图 3 中所观察到的现象一

致，可从舍伍德数所传递的信息得到解释，即强不稳

定性更易引发快速的对流过程。随着溶质羽向上方

区域持续扩散，二维和三维系统中质心的位置趋于一

致，并最终向区域中心位置（z=75 m）靠近。 

2.3    溶质扩散与稀释量化分析

图 6 展示了溶质在二维和三维系统中相对于质心

的扩散程度（m2c 向量的模）随时间的变化。由二阶中

心矩可以看出，起初，溶质在二维系统中的扩散程度

较三维系统更大，随着时间的推移，三维系统中的溶

质扩散程度接近二维系统，在 50 a 左右达到一致。该

现象再次与人们的直观感受相违背。根据常理推测，

三维系统额外提供了一个空间方向（y 方向）可供溶质

扩散，溶质在三维系统中的扩散程度应该比其在二维

系统中的扩散程度更大。由此可见，类似于非均质多

孔介质条件[32]，在涉及自由对流和不稳定性溶质运移时，

二阶中心矩同样可能不适用于量化溶质的扩散和稀释。
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图 6    二阶中心矩随时间变化图

Fig. 6    Change of the second central moment with time
 

稀释指数与反应比率随时间的变化见图 7。由

图 7(a) 可见，二维系统中溶质的稀释度远小于三维系

统，这是由于三维系统中可供溶质扩散的维度增加所

造成的。然而，三维系统中的反应比率仅在初始几年

略高于二维系统，后续阶段持续低于二维系统，见

图 7b），说明三维系统中虽然溶质稀释程度大于二维

系统，但是可达到的最大稀释度也高，由此二维系统

反而更快接近系统最大稀释度。二维和三维系统中

溶质稀释增长率分别在 8 a 和 4 a 处出现拐点（斜率急

剧变小），可能是由于溶质触底后的稀释速率减小引

起的。由于三维系统中溶质羽是成团触底，与模拟区

域底部的接触面积较二维系统更大（图 3），因此，稀释

增长率的减小尤为显著，拐点也更加明显。 

3    结论

（1）本文通过数值模拟计算了二维和三维系统中

的变密度溶质运移过程。结果显示，二维系统中产生

了分散指流，而三维系统由于扩散作用的增强抑制了

分散指流的产生；然而，三维系统的对流入渗相较二

维系统更加迅速，不稳定性更强。由此可见，不稳定

性程度与分散指流的产生与否并无直接关联。

（2）稀释指数的计算表明，三维系统中的溶质稀

释程度比二维系统更强，然而溶质在二维系统中将更

快接近稀释的最大值。传统二阶中心矩可能会错误

估计不稳定溶质运移过程中溶质真正的扩散和稀释

程度。

（3）本研究限于均质多孔介质等简化条件设置，

未考虑非均质、两区动力学传质等复杂情形，在后续

研究中应进行进一步深化与拓展。
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