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基于有效应力法的单桩负摩阻力解析解

马　露1 ，王　坤2 ，陶思源2 ，程希莹1 ，常　山1 ，朱学敏1

（1.  安徽科技学院建筑学院，安徽 蚌埠　233000；2.  安徽水利开发有限公司，安徽 蚌埠　233000）

摘要：桩侧负摩阻力的计算方法尚未统一。为提高负摩阻力作用下竖向受荷单桩设计计算水平，基于有效应力法确定桩

侧摩阻力极限值，分析桩土相对位移和桩身深度对桩侧摩阻力的影响，进而建立了桩侧摩阻力非线性计算模型。根据发挥

程度不同，桩侧摩阻力分为弹性和塑性状态，在弹性区间摩阻力与桩身深度呈二次函数关系，在塑性区间摩阻力与桩身深

度呈线性关系，且斜率为负摩阻力系数与桩周土有效重度之积，进而得到了相应桩段的摩阻力解析解。基于桩身轴力计算

理论，得到了桩侧摩阻力不同分布形态下单桩轴力计算式。采用该模型计算分析不同实际工况，并与实测数据进行对比，

验证了模型的可靠性、适用性和实用性。研究结果对充分发挥桩基础性能和提高桩基础设计水平具有显著的实用意义。

关键词：桩土相互作用；负摩阻力；有效应力法；解析解；非线性关系
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Analytical solution for negative skin friction of single pile based on
effective stress method
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Abstract：The calculation method for negative skin friction of a single pile has not been unified yet. To improve
the  design  and  calculation  level  of  the  single  pile  under  vertical  load  considering  negative  skin  friction,  the
threshold  limit  value  of  pile  skin  friction  was  determined  based  on  the  effective  stress  method.  The  effects  of
relative  displacement  of  pile-soil  and pile  depth  on pile  skin  friction were  analyzed,  and a  nonlinear  calculation
model for pile skin friction was established. The pile skin friction was divided into elastic and plastic states. In the
elastic  range,  the  friction  is  a  quadratic  function  with  the  depth  of  the  pile  body;  while  in  the  plastic  range,  the
friction is distributed linearly along the pile body, and the slope is the product of the effective weight of the soil
around the pile and the negative friction coefficient. Consequently, the analytical solution of the pile skin friction
for the corresponding pile section was acquired. Based on the theory of pile axial force calculation, a formula for
calculating the axial force of a single pile under different distribution forms of pile lateral friction was obtained.
The  reliability,  applicability,  and  practicality  of  this  model  were  verified  by  measured  data.  Based  on  the
calculated  pile  shaft  axial  force,  the  axial  force  of  single  pile  with  different  distributions  of  skin  friction  was 
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analyzed.  This  study  has  practical  significance  for  fully  utilizing  the  performance  of  pile  foundations  and
improving the level of pile foundation design.
Keywords：pile-soil interaction；negative skin friction；effective stress method；analytical solution；nonlinear
relationship

 

桩基础以其优越的承载性能和较强的场地适应

性，在我国基建工程中广泛应用，尤其在地质不良区

工程中非常常见，如沿海软土区和湿陷性黄土区，解

决天然地基承载力不足的问题。同时，也常用于地质

灾害防治，如沉埋桩边坡加固 [1]、排水抗滑桩滑坡防

治 [2]、嵌固段顶部拓宽型抗滑桩边坡抗滑 [3]、双排抗滑

桩滑坡治理 [4]。为了保证工程的安全和建设经济的合

理，如何充分利用桩基础承载性能一直是学术研究热

点。在设计桩基础的性能参数时，应全面考虑外部荷

载的作用。首先，在软土区和新近填土区的桩基础设

计中，由于深厚土体的固结沉降，桩体会受到方向向

下的侧摩力作用，增加了桩体的竖向荷载，严重影响

工程的安全性和桩基承载性能。其次，杨逾等 [5] 对湿

陷性黄土区桩基础的研究发现，负摩阻力在施工结束

后相当长一段时间内仍然存在，具有作用时间久的特

点，显著增加了桩顶沉降量，降低桩基础承载性能。

因此，新近填土和软土地区桩侧负摩阻力问题是

桩基础的重要研究方向之一，国内外学者都对其进行

了较为广泛的研究。在桩侧负摩阻力计算方法方面：

吴爽爽等 [6] 在已有研究基础上，结合桩身应变与土体

位移实测数据，提出了桩-土剪切位移量的计算方法，

但过程比较复杂，难以推广应用；张晓健等 [7]、闫小旗

等 [8] 基于太沙基固结理论，分别从桩型和固结效应角

度探讨了负摩阻力的作用机理，并提出桩侧负摩阻

力计算方法。在桩土相互作用机理研究方面：夏力农

等 [9 − 10] 采用试验与数值模拟方法，研究了带承台单

桩的负摩阻力时间效应和变化机制，对考虑负摩阻力

的群桩设计具有重要的参考意义。Kong 等 [11] 基于

FLAC3D 对扩底楔形桩与常规桩负摩阻力的差异性进

行了研究，发现楔形桩可以显著改善负摩阻力的负面

影响，提出了从桩型设计上降低负摩阻力影响的方

法；冯忠居等 [12] 通过大型剪切试验，研究了土体含水

率和桩土接触面性质对侧摩阻力发挥的作用，提出了

消减负摩阻力的可行方法。在研究方法方面，叶观宝

等 [13] 结合大面积填土场现场试验，建立单桩有限元分

析模型，认为场地形成因素对负摩阻力效应影响最

大；Indraratna 等 [14] 开展现场试验分析桩侧负摩阻力的

分布及对桩体承载力的影响 ；Liu 等 [15] 进一步利用

Abaqus 建模分析了不同因素对桩基负摩阻力发挥的

影响，用有效应力法计算负摩阻力极限值，研究结果

与现场实测数据吻合度较高。

但是，目前常用的桩基负摩阻力计算方法是通过

复杂的公式计算获得，涉及参数较多、且较难获取，阻

碍了相关计算理论的推广应用。马露等 [16] 利用有效

应力法对单桩负摩阻力进行了计算分析，提出了较为

简单的计算公式，但对负摩阻力弹性区的假设过于简

单，未考虑负摩阻力发挥与相对位移的深层关系；马

学宁等 [17] 开展了一系列现场堆载试验，研究不同堆载

形式下，群桩负摩阻力的变化规律，发现桩侧摩阻力

沿深度的分布并不是直线型，而是曲线型。

本文基于有效应力法确定单桩负摩阻力极限值，

结合桩摩阻力发挥机理，分析不同桩身处桩侧摩阻力

的变化规律，进而提出适用于沿桩身不同区段桩侧摩

阻力的计算方法，根据桩侧摩阻力发挥程度不同，推

导出桩侧摩阻力不同发挥程度下，沿桩身不同深度处

位移及轴力的解析解，计算方法简易。 

1    基于有效应力法的单桩负摩阻力计算
 

1.1    有效应力法

有效应力法是分析桩基负摩阻力的常用方法之

一，最早由 Johannessen 等人提出[16]：

fm = βσ
′
v （1）

式中：fm——单位深度的负摩阻力极限值/kPa；
β——负摩阻力系数；

σ′v ——桩侧土体竖向有效应力/kPa。
β值与桩型、土体性质、时间效应等因素有关，常

用经验公式如下[15]：

正常固结土，

β = (1− sinφ′) tanδ （2）

超固结土，

β = (1− sinφ′)OCR0.5tanδ （3）

φ′式中： ——桩周土有效内摩擦角/（°）；
δ——桩土接触面摩擦角/（°）；
OCR——超固结比。
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β对于不同土体， 的常用取值如表 1 所示。
  

β表 1    负摩阻力系数 取值范围
βTable 1    Value range of negative skin friction coefficient 

 

土质 β

黏土 0.20 ～ 0.25

粉土 0.25 ～ 0.35
砂土 0.35 ～ 0.50

 

经过简单变换，式（1）可写为：

fm = βσ
′
v = βγ

′z （4）

γ′式中： ——桩周土有效重度/（kN·m−3）；

z——沿桩深度/m。

θ = βγ′令 ，则：

fm = θz （5）

本文用式（5）计算桩身沿深度方向的负摩阻力极

限值。 

1.2    负摩阻力计算模型

桩-土相对移动产生桩侧摩阻力，是桩体承受荷载

的一部分。在地质条件良好地区，桩体受竖向荷载作

用产生压缩，桩-土间的相对滑动使桩受到土体的竖向

约束，产生方向向上的正摩阻力；相反，若在桩体受荷

压缩的过程中，土体由于荷载或固结等原因也在沉

降，且土体沉降量大于桩体压缩量，桩-土间的相对滑

动使桩受到土体的向下拖拽力，产生方向向下的负摩

阻力，此时的桩体受力和变形都将增大。桩土间相对

位移产生负摩阻力示意图见图 1。
图 1 中，桩体在未固结土中的长度为 l，嵌入固结

土中深度为 h，在外力作用下弹性变形的桩体会压缩

变形，桩顶压缩量为 Sp，位于固结土表面的桩体压缩

量为 Spl，未固结土体的地表沉降量为 Ss，底部沉降为

0，深度 a 处的桩-土相对位移为 um（后文将详细介绍），

桩-土相对位移为 0 的中性点位于深度 r 处。

已有研究结果表明，桩-土间的相对位移是负摩阻

力发挥的重要影响因素，两者之间的关系可以通过数

学模型表达，如陈仁朋等 [18]，Chen 等 [19] 采用的双曲线

模型和马露等 [16] 使用的理想弹塑性模型。从模型的

适用性和推广性方面考虑，理想弹塑性模型模拟桩侧

摩阻力（f）与桩-土相对位移（u）的关系是满足实际工

程需要的 [20]。值得注意的是，这里弹塑性模型的桩-土
接触面摩阻力系数（k）随深度（z）变化，桩端土因被压

缩而产生的承载力（P）与压缩量（y）同样符合理想弹

塑性模型，见图 2。图 2 中 Es 为桩端土压缩模量，ym、

Pm 为桩侧摩阻力达到极限值时的桩端土压缩量、承

载力，um 为桩侧摩阻力达到极限值时的桩-土相对沉

降值，一般取为 5 mm[15]。
  

O

弹性 塑性

f
m(Pm)

f(P)

k(Es)

um(ym) u(y)

图 2    理想弹塑性模型

Fig. 2    Elastic-perfectly plastic model
 

由前文所述可知，弹性阶段桩侧摩阻力系数 k =
fm/um ，结合式（5）可得弹性阶段桩侧摩阻力计算式：

f = ku (z) =
fm

um

u (z) =
θz
um

u (z) （6）

式中：u(z)——桩-土相对位移/mm，为深度 z 的线性函数。

由图 1 中所示几何关系可得：

u (z) =
u0

r
z−u0 （7）

式中：u0——地面处桩-土相对位移/mm。

由式（6）（7）可得负摩阻力弹性阶段的最终计算式：

f =
u0

um

θ

(
1
r
z2− z

)
（8）

 

桩

l

未固结土

固结土

h

a

r

Sp

Ss

um

Spl

图 1    桩土相对位移示意图

Fig. 1    Relative displacement of pile and soil
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根据上式可知，在该计算模型中桩-土相对位移未

达到极限值时，桩侧摩阻力的分布为二次抛物线形。 

2    工况分析

桩-土相对位移 u（z）直接影响桩侧摩阻力值。由

前文所述可知，当 u（z）<um 时，桩侧摩阻力处于弹性阶

段，由式（8）计算对应桩段的摩阻力；当 u（z）>um 时，桩

侧摩阻力达到极限值，由式（5）计算对应桩段的摩阻

力。桩-土相对位移沿桩身的分布，分为 2 种工况：弹

性阶段和塑性阶段。为简化计算，下文中提到的桩端

均指图 1 中深度为 l 处的桩体，嵌固段桩体所获得的

承载力假设为桩端土因压缩 Spl 而提供的支撑力 P。 

2.1    桩端摩阻力为弹性阶段工况

当桩体的压缩量较小，在桩端处桩-土相对位移未

达到 um 时，桩端处的正摩阻力未达到极限值、变形处

于弹性阶段，如图 3 所示。

 
 

a

r

l

f

P

图 3    桩端侧摩阻力为弹性阶段

Fig. 3    Skin friction of pile bottom is elastic stage
 

根据前文所述：

（1）当 0<z≤a 时，桩体受到负摩阻力作用，且负摩

阻力达到极限值，由式（5）计算；

（2）当 a<z≤r 时，桩体仍受到负摩阻力作用，但由

于桩-土位移小于 um，所以负摩阻力由弹性公式计算；

（3）当 r<z≤l 时，桩-土相对位移发生翻转，桩体压

缩量大于土体沉降量，桩体受到正摩阻力的作用，正

摩阻力大小由弹性公式计算。

首先分析桩侧摩阻力分布特征。桩-土体系的相

对位移关系和力学平衡方程如下：

Spl

l− r
=

um

r−a
u0

r
=

Spl

l− r
1
2

Cθra2+
w r

a

u0

um

θ

(
1
r
z2− z

)
dz =

w l

r

u0

um

θ

(
1
r
z2− z

)
dz+P

（9）

式中：C——桩身周长/m。

由上式推导得：
a =

u0−um

u0+Spl

l

r =
u0

u0+Spl

l

6Pum = θ[10r3−3
(
a2+ r2)r−2(a3+ l3)]u0+3Cθumra2

（10）

在实际工程中，利用仪器设备比较容易获取土体

表面沉降和桩顶、桩端压缩量，代入式（10）即可求出

负摩阻力塑性范围 a 和中性点的深度 r。
该工况下桩身位移和轴力的求解过程如下。桩

体承受负摩阻力作用，桩体沉降和轴力控制方程为：
d2Sp

dz2
=C

f
EA

P (z) = EA
dSp

dz

（11）

E式中： ——桩体压缩模量/MPa；
A——桩截面积/m2。

由图 3 可知，根据桩侧摩阻力发挥的程度不同，沿

桩身分为塑性区和弹性区，分别求解桩体沉降和轴力值。

基于桩体沉降和轴力的连续性，得桩体沉降位移

计算方程组：

Sp (z) =


− Cθ

6EA
z3+Sp0 0 < z≪ a

− Cθu0

EAum

[
z4

12r
− z3

6
+

(
u0−um

2u0

a2− a3

3r

)
z− u0+um

3u0

a3− a4

12r

]
+Sp0 a < z≪ l

（12）

Sp0式中： ——桩顶沉降值/mm；

综合式（13）（15）（16），得桩身轴力计算方程组：

P (z) =


Cθ
2

z2 0 < z≪ a

− Cθu0

um

(
z3

3r
− z2

2
+

u0−um

2u0

a2− a3

3r

)
a < z≪ l

（13）
 

2.2    桩端摩阻力为塑性阶段工况

桩体的压缩量较大，在桩端处桩土相对位移超过

um，桩-土产生明显的相对位移，正摩阻力达到极限值，

桩端处于塑性阶段，如图 4 所示。

该工况与前一工况不同之处为距桩端 b 深度范围

内，桩侧摩阻力均达到极限值，其值由式（5）计算，桩
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身摩阻力分为 4 部分：负摩阻力塑性区、负摩阻力弹

性区、正摩阻力弹性区、正摩阻力塑性区。

同理可得如下平衡方程组：

 

Spl

l− r
=

um

l− r−b
u0

r
=

Spl

l− r
1
2

Cθa2+
w r

a

u0

um

θ

(
1
r
z2− z

)
dz =

w l−b

r

u0

um

θ

(
1
r
z2− z

)
dz+

1
2

Cθ(2l−b)+P

（14）

由上式推导得： 

a =
u0−um

u0+Spl

l

r =
u0

u0+Spl

l

b = l− ar
2a− r

（15）

0 < z≪ a a < z≪ l−b

l−b < z≪ l

由 2.1 求解过程可知 ，当 与

时，桩体沉降与轴力的计算公式（12）（13）保持不变，

经计算推导 时的对应表达式。

综上得桩体沉降位移计算方程组：

 
 

 

a

r

l

f

P

b

图 4    桩端摩阻力为塑性阶段

Fig. 4    Skin friction of pile bottom is plastic stage

Sp (z) =



− Cθ
6EA

z3+Sp0 0 < z≪ a

− Cθu0

EAum

[
z4

12r
− z3

6
+

(
u0−um

2u0

a2− a3

3r

)
z− u0+um

3u0

a3− a4

12r

]
+Sp0 a < z≪ l−b

− Cθ
6EA

(
z3− l3)+ (Cθ

2
l2+P

)
(z− l)+Spl l−b < z≪ l

（16）

桩身轴力计算方程组：

P (z) =

Cθ
2

z2 0 < z≪ a

− Cθu0

um

(
z3

3r
− z2

2
+

u0−um

2u0

a2− a3

3r

)
a < z≪ l−b

− Cθ
2

(
z2− l2)+P l−b < z≪ l

（17）

以上方程在实际使用中所涉及的参数均较容易

获得。在没有实测数据的情况下，可根据当地工程经

验取值。
 

3    算例验证

为验证本文算法的正确性，对文献 [14] 中的实际

工程单桩进行计算分析，并与实测数据对比。该文献

中的实例也被文献 [15] 所采用。工程位于泰国曼谷，

地层自上而下依次为 2～4 m 厚的完全黏土层、16 m
厚的软土层、6～8 m 厚的中等硬度黏土层。地下水位

为地下 0.5 m，土层及桩体参数如表 2 和表 3 所示。
 
 

表 2    土层参数

Table 2    Soil parameters
 

参数 z/m
土体重度
/（kN·m−3）

弹性模量
/MPa

泊松比
黏聚力

/kPa
内摩擦角

/（°）

取值

0～4 17 4.90 0.2 3.0 26
<4～10 17 4.90 0.2 5.9 25
<10～20 17 4.90 0.2 14.7 25

>20 17 6.37 0.2 5.9 23
 
 

表 3    桩体参数

Table 3    Pile parameters
 

参数 桩长/m 桩径/m 桩体重度/（kN·m−3） 弹性模量/MPa 泊松比

取值 25 0.5 17 30 000 0.25
 

β

现场试验桩分为两种，一种是常规单桩，另一种

是表面被涂抹了沥青的单桩。由于沥青会降低桩-土
界面摩擦力，所以这种工况下桩侧摩阻力系数 取

值为 0.1，低于正常经验取值范围。地表桩-土相对位

移 8 mm，桩底沉降为 4 mm。因此，该桩桩端侧摩阻

力为弹性阶段，利用式（10）可计算出 a = 6.25 m, r =
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β16.67 m；对于正常桩体，桩侧摩阻力系数 取值为 0.25，
地表桩-土相对位移为 12 mm，桩底沉降为 5 mm，利用

式（10）可计算出 a = 10.29 m, r = 17.65 m。2 种不同桩

侧摩阻力分布的本文计算值与现场试验值和数值模

拟值对比，如图 5 所示。

  

光滑桩计算值

粗糙桩计算值

光滑桩试验值[14]

光滑桩模拟值[15]

粗糙桩试验值[14]

粗糙桩模拟值[15]

深
度
/m

0

5

10

15

20

25
−35 −15 0 15 30 45 60

桩侧摩阻力/kPa

图 5    2 种桩侧摩阻力计算值与试验值和模拟值对比

Fig. 5    Values of calculation and tests and simulations
 

从图 5 可以看出，本文理论计算值与现场试验

值、数值模拟值整体吻合度较好；对于光滑桩的桩侧

摩阻力，计算值与试验值的吻合度比模拟值更高。这

表明，对于该工况下的桩体侧摩阻力计算，本文方法

是可靠有效的。对于粗糙桩的摩阻力计算，本文计算

值与试验值、模拟值趋势基本一致，在负摩阻力的塑

性区理论计算值略小。

β

经分析认为，计算值与试验值出现差异的原因在

于：桩侧摩阻力系数 的经验取值偏于保守，对桩侧摩

阻力极限值的估计不足，导致按经验最高取值计算的

结果仍然小于试验值，但偏保守的经验取值对工程桩

的设计来说是安全的。从工程应用的角度来看，本文

提出的桩侧摩阻力计算方法是可靠的，可用于桩侧摩

阻力的评估与分析。

前文算例均为均质土，为验证本文算法对多层土

的适用性，以文献 [21] 中的实际工程单桩为算例，该

单桩试验数据也被文献 [16] 所引用，以现场试验数据

为基准，验证本文所提计算模型计算值的准确性。该

计算方法在应用于多层土场地时，计算公式要加以变

换；尤其是竖向有效应力准确求解时不同土层的界面

都是摩阻力计算的天然分段面。试验场地为滩涂回

填区，厚度 8 m 以上，现场共进行 2 组冲击成孔灌注桩

负摩阻力试验。本文选取直径 D=1 000 mm、长度 l=
37.1 m、进入微风化岩以下深度为 5 m 的试桩为计算

对象，场地土层情况见表 4。
 
 

表 4    土层物理力学参数

Table 4    Physical and mechanical parameter of soil
 

土层 厚度/m 重度/（kN·m−3） 弹性模量/MPa 摩阻力系数

素填土 6.0 16.50 0.37～0.39

淤泥 4.9 15.74 1.26 0.25～0.27

粉质黏土 3.0 19.10 6.84 0.33～0.36

粉质黏土混砂砾 9.5 19.03 7.12 0.05～0.10

碎石混黏土 9.5 19.05 9.60 0.10
全风化凝灰岩 2.0 22.50
微风化凝灰岩 4.0 24.00
中风化凝灰岩 1.0 25.90

 

以试验堆载 75 d 后的试桩承载特性为对象。根

据现场监测数据可知，地表桩 -土相对沉降为 59 mm，

桩底沉降为 5 mm，18 m 以下土层沉降值接近于 0、可

视为固结土层。因此，本文桩体有效计算长度为 18 m。

由式（15）计算可得桩侧负摩阻力塑性区深度和中性

点位置：a=15.1 m，r=16.6 m。由于土层侧摩阻力系数

和摩阻力发挥程度不同，桩身轴力共分为 6 段计算，

嵌固段桩身侧摩阻力按轴力连续性和竖向力平衡原

则求解，模型计算结果与实测值对比，见图 6。
 
 

计算值
0.1

0

0 200 400 600 800 1 000 1 200 1 400

0.2

0.3

0.4
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z
/l

桩身轴力/kN

试验值[21]

图 6    桩身轴力计算值与实测值对比

Fig. 6    Comparison of the values of calculation and test
 

图 6 中桩身轴力计算最大值为 1 197 kN、中性点

为 16 m，实测结果轴力最大值为 978.5 kN、中性点位

置为 13.5 m。实测桩身轴力在 15～20 m 处出现突然

减小的情况，文献 [21] 分析认为是灌注桩施工过程中
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发生了扩颈现象，桩身截面积增大，导致应力较小。

本文计算结果与实测数据较吻合，嵌固段桩身轴力较

大，这是由于在计算嵌固段桩身摩阻力时摩阻力系数

按经验取值，数值偏小。 

4    结论

（1）基于有效应力法分析桩侧摩阻力的分布特

征，对不同摩阻力分布形态下的单桩桩身沉降及轴力

进行计算公式推导，考虑有效应力、桩侧摩阻力发挥

程度和摩阻力系数与桩身深度的关系，桩侧摩阻力分

为弹性和塑性状态，在弹性区间摩阻力值是桩身深度

的二次函数。

（2）不同负摩阻力作用下，桩侧摩阻力呈现出不

同的分布形态，分别针对弹性阶段和塑性阶段 2 种工

况，推导得到了桩身沉降及轴力解析解。

（3）以文献中实际单桩工程为计算实例，采用本

文计算方法求解了桩侧摩阻力分布，计算结果比数值

模拟结果更加符合实际，并且多层土场地单桩的桩身

轴力计算结果与实测值吻合度较高，本文计算方法的

合理性和可靠性得到了验证。
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