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摘要：为了建立高精度的边坡位移预测模型，文章采用基于粒子群优化（PSO）的双稀疏相关向量机（DSRVM）建立边坡稳

定性和影响因素之间的非线性关系。双稀疏相关向量机是在变分和相关向量机（RVM）框架下提出的一种多核组合优化

的方法，相比于 RVM和其他多核学习方法，DSRVM不仅有更少的训练时间，并且能够得到更高的预测精度。由于 DSRVM

的核参数对预测效果的影响较大，文章采用粒子群算法实现多个核参数的优化选取并应用于边坡位移预测。最后将本

文提出的基于粒子群优化的双稀疏相关向量机（PSO-DSRVM）预测结果与极限学习机  (ELM)和小波神经网络 (WNN)预测

结果进行对比，通过均方根误差（RMSE）、复相关系数 (R2)和平均相对预测误差（ARPE）进行评价，验证了 PSO-DSRVM模

型在边坡变形预测上的可行性。
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Abstract：In order to establish a high-precision prediction model of mine slope displacement, Doubly Sparse Relevance Vector

Machine （DSRVM）  based  on  Particle  Swarm Optimization （PSO） was  used  to  establish  the  nonlinear  relationship  between

slope stability and influencing factors in this paper. DSRVM was a multi-core combinatorial optimization method, which was

proposed  under  the  framework  of  variational  and  Relevance  Vector  Machines  （RVM）.  Compared  with  RVM  and  other

multiple-kernel  learning methods,  DSRVM not  only had less  training time,  but  also can obtained higher  prediction accuracy.

Aiming  at  the  influence  of  the  parameter ’s  selection  of  DSRVM on  the  final  prediction  effect,  the  optimal  multiple  kernel

parameters  was  determined  by  PSO  algorithm  to  be  used  in  the  mine  slope  displacement  prediction.  Compared  the

computational  results  of  DSRVM  with  Extreme  Learning  Machine  （ELM）  and  Wavelet  Neural  Network  （WNN）,  the

feasibility  of  PSO-DSRVM in  slope  deformation  prediction  was  verified  by  the  evaluation  indicators  such  as RMSE, R2  and

ARPE.
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0　引言

边坡变形是现今边坡普遍存在的现象，世界各地每

年都会发生山体滑坡，这给整个经济和社会造成灾难性

的后果。我国对于各种边坡安全高度重视，出台了一系

列的规范性文件，比如《露天煤矿边坡变形监测技术规

范》、《建筑边坡工程技术规范》等。2021年 8月 5日，

湘西自治州某工地在对其公路边坡进行安全检测时，突

发边坡坍塌，造成 4人死亡。边坡坍塌已经危害了人民

的生命财产安全，而边坡位移能够准确反映边坡形变

量，是边坡失稳中最直观的体现。因此做好边坡变形预

测和准确掌握边坡变形的趋势，这对降低灾害所带来的

损失具有重要的意义。

近年来，随着智能计算技术的不断发展，各种机器

学习方法被广泛应用于边坡位移预测。由于没有复杂

的地质实体，智能计算方法如极限学习机（ELM）、线性

回归模型、灰色预测模型、支持向量机、BP神经网络和

相关向量机 [1 − 5]受到了很多学者的青睐。韩连生等[6]利

用灰色理论模型预测露天矿山边坡的位移。史笑凡

等[3]提出 SVM并结合实测数据对边坡垂直位移方向率

进行回归预测，得到了高精度的预测结果。由于 SVM
中存在着输入向量权值无差别、最优训练组合难以确

定等问题，李麟玮等[7]将灰狼优化算法（GWO）、最大信

息系数（MIC）和 SVM结合起来并用于边坡位移预测，

得到了较高的预测精度。Liu等[8]利用长短时记忆神经

网络（LSTM）、随机森林（RF）和门控递归单元（GRU）对

三个不同的三峡库区边坡变化做出了预报，并自适应选

取高精度的预测模型。罗亦泳等[9]结合 RVM与差分进

化优化算法，可以较精准预测边坡安全系数。江婷

等[10]提出了支持向量机-小波神经网络预测模型并应用

于岩土边坡位移预测，验证了该模型的可靠性和稳定

性。然而上述方法或多或少存在着不足，比如模型能力

过于依赖数据样本、泛化能力较弱等。因此，提出高精

度、简单的边坡位移预测模型是很有必要的。

RVM是 Tipping M E[11]在贝叶斯理论、极大似然

估计以及先验分布等理论为基础上提出的一种机器学

习方法，在保持与 SVM精度一样的条件下，RVM核函

数计算时间明显减少。而本文采用的 DSRVM是基于

RVM提出来的改进版本，DSRVM通过联合样本数据

中的稀疏相关核集合和稀疏相关性向量集合来建立模

型 [12]。与相关向量机 RVM相比，DSRVM有更高的稀

疏性以及更高效的 EM算法，用于学习相关核和相关

向量，所以它的训练速度更快，预测精度更高。由于

DSRVM需要正确的核参数才能保证其预测精度，因

此本文采用了粒子群优化（PSO）算法来获取最优核参

数，从而进一步提升模型的泛化能力。

综上所述，针对上述传统预测方法的局限和不足，

本文提出了基于粒子群优化的双稀疏相关向量机用于

边坡位移预测，通过均方根误差、复相关系数和平均相

对误差（ARPE）这 3个评价指标验证模型的有效性。工

程实测数据表明，PSO-DSRVM模型预测样本的平均相

对误差达到 0.017，精度远远高于极限学习机（ELM）模

型和小波神经网络（WNN）模型的预测精度，边坡位移

预测的精度得到明显的提升。 

1　理论描述
 

1.1　RVM模型

G = {(xi, ti)}Ni=1 {xi}Ni=1

N t = {t1, t2, · · · , tN}T
假设训练样本为 ，其中 代表输入

样本矢量， 代表样本总数， 是相对应

的目标值。因此 RVM的模型输出的基本形式为：

y(x,w) =
N∑

i=1

wiK(x, xi)+w = φ(x)w （1）

w式中： ——权值向量；

K(x, xi)——核函数；

φ(x)——核矩阵。

ti y (xi,w) σ2假设 服从均值 ，方差为 的正态分布，则用

概率表示为：

p(ti) = N(ti

∣∣∣y(xi : w),σ2 ) （2）

样本的似然函数为：

p(t
∣∣∣w,σ2 ) =

N∏
i=1

N(ti

∣∣∣y(xi : w),σ2 )

= (2πσ2)−
N
2 exp

{
−∥t−Φw∥2

2σ2

}
（3）

条件概率为：

P(t∗ |t ) =
w

P(t∗
∣∣∣w,σ2 )p(w,σ2 |t )dwdσ2

= P(t∗
∣∣∣w,σ2 )

p(w,σ2)p(w,σ2)
p(t)

dwdσ2 （4）

w w

为避免过度拟合，相关向量机（RVM）选择将先决

条件加入到权值向量 中，使 呈现正态分布，因此有：

p(w |µ )=
N∏

i=0

N(wi

∣∣∣0,µ−1
i )=

N∏
i=0

µi√
2π

exp
{
−µiwi

2

2

}
（5）

此时，要求条件概率公式可以求解，接下来通过贝

叶斯理论可求得：
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p(w,µ,σ2 |t ) = P(w
∣∣∣t,µ,σ2 )p(µ,σ2 |t ) （6）

P
(
µ,σ2 | t) ≈ δ (µMP,σ

2
MP

)
由 Delta近似函数 并积分

可得：

p(t,
∣∣∣t,µMP,σ

2
MP ) = N(t∗

∣∣∣y∗,σ2
∗ )

y∗ = φ(x∗)α
σ2
∗ = σ

2
MP+φ(∗x)TΦφ(x∗) （7）

µMr σ2
MP此时，模型的求解转化为如何求得 和 ，采用

最大似然估计可得：

P(t
∣∣∣w,σ2 )P(w,µ)dw = 2π−

N
2 |Ω|−

1
2 exp

(
−1

2
tTΩ−1t

)
（8）

Ω = σ2I+φA−1φT其中 ，在式（8）中求偏导为 0的解可以

表示为：

µnevoi =
γi

µ2
i(

σ2
)

new
=
∥t−Φµ∥2

N −
N∑

i=0

γi

γi = 1−αi

∑
i,i

（9）
 

1.2　DSRVM模型

D = {Xn, tn}Nn=1

xn tn

y (x, t) y(x) = t

DSRVM[13]是基于 RVM提出的新的回归预测模

型，我们给定的是关于边坡实测数据 ，其中

是特征向量，而 对应是的变形量。接下来，需要找到

一个函数 ，而它对任何 都是 的模型。

M

y(x) =
M∑

m=1

wmϕm(x) W = [w1 · · ·wM]T

{ϕm}Mm=1

ϕm(x) = K(x, xm)

M = N

对于回归问题，DSRVM使用 个基函数的加权和

，其中 是加权总和基

函数 的贡献，第 m 个基函数是通过将内核 K 以第

m 个训练数据点为中心来计算的，其中

且 。核 K 定义为：

K =
K∑

k=1

vkKk （10）

{KK}Kk=1 V = [v1 · · ·vK]T

Kk

其中 是一组预先定义的核， 是对应

核的权值。 可以是任意核函数，比如径向基函数

（RBF）和直方图交叉核。DSRVM对于 Mercer内核没

有限制，就像支持向量机 SVM一样。

因此，DSRVM将回归函数 y 定义为：

y(x;w,v) =
M∑

m=1

K∑
k=1

wmvkKk(x, xm) （11）

ωm vk

DSRVM是一种双重稀疏模型，由于学习试图识别

非零权重 和 ，而其余的权值为零，这意味着将使用

ϕm ϕm xm

Kk

一组稀疏的基函数 进行回归。由于每个 未与 相

关联，因此式（11）中具有非零权重的训练数据被称为

相关性向量。因此，将具有非零权重的 称为相关核

函数。

ε σ2

t = y(x;w,v)+ε t

DSRVM是基于贝叶斯框架上解决式（11）中的回

归问题，假设 是服从均值为 0，方差为 的高斯分布误

差，比如 ，其中 为目标输出，由此可得到

式（12）：

p(t
∣∣∣W,V,σ2,X ) ∼ N(t;y(x;w,V),σ2) （12）

N(t;y,σ2) σ2 t

(xn, tn)

(xnew, tnew)

i.e.p(t
∣∣∣w,v,σ2,X ) =

∏
n
p(tn

∣∣∣w,v,σ2, xn )

t = [t1, · · · , tN]T X = [x1, · · · , xN]T

w v

其中： 表示均值 y 和方差 在变量 上的高斯

分布，并且式（12）对于所有训练数据 对以及测试

数据 都成立。进一步假设所有观察值是相互

独立的，即 其中

、 。为了获得稀疏权值，

定义了 和 上的高斯先验分布：

p(w |α ) ∼ N(w;0,A−1) （13）

p(v |β ) ∼ N(v;0,B−1) （14）

A = diag(α),α = [α1, · · · ,αM]T B = diag(β),

β = [β1, · · · ,βK]T

p(wm) ∼
1/ |wm| vk w v

xnew

tnew

其中超参数 和

。此外，假设所有超参数的先验分布是

一致的。当积分出来时，分层先验导致具有

 （类似于 ）的 和 上的不适当稀疏先验，这类似

于稀疏拉普拉斯分布[15]。一个完整的贝叶斯处理在给

定特征 的情况下，该模型的预测分布将导致新目标

的预测分布：

p (tnew|t,X, xnew) =
w

p (tnew|Ω, xnew) p(Ω|t,X)dΩ （15）

Ω = (w,v,α,β,σ2)

p(Ω |t,X )

α β

σ2

X p(Ω |t ) = p(w,v |t ,α∗,β∗,
σ2
∗)p(α∗,β∗,σ2

∗ |t ) α∗,β∗,σ
2
∗

(w,v)

w v

式中： 是所有参数的集合。因此，模型

在训练过程需要找到后验概率分布 。由于这

个后验结果在没有进一步假设的情况下是难以处理的，

因此采用了超参数 ， 的类型 II最大似然（ML）估计和

的最大似然（ML）估计。为了提高可读性，我们在下

面省略了对 的条件，接着构成

，其中 是相应参数的 ML估计。

由于权重参数 的联合后部不能显式计算，因此它

是一个关于 和 因式分解的变分分布近似的：

p(w,v |t ,α∗,β∗,σ2
∗) ≈ q(w)q(v) （16）

q(w) q(v)

w v t α∗

β∗

其中因子 和 是任意分布的，其显式形式导出如

下。由于如果给定 和 的后部，则 是不依赖于 和

的，因此预测分布式（15）可以由下式近似：

p(tnew |t , xnew) ≈
w

p(tnew

∣∣∣w,v,σ2
∗ , xnew)q(w)q(v)dwdv

（17）
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p(t
∣∣∣α∗,β∗,σ2

∗ )Log似然函数 的变分下界为：

L =
w

q(w)q(v) log2

(
p
(
w,v, t | α∗,β∗,σ2

∗
)

q(w)q(v)

)
dwdv （18）

 

1.3　基于 PSO的 DSRVM模型

PSO[14]是通过模拟鸟群捕食行为设计的一种群智

能算法，具有良好的全局优化能力。本文利用粒子群算

法来确定 DSRVM中的多个高斯核函数的最优核参数。

基于粒子群优化的 DSRVM算法的步骤如下：

（1）设置 PSO算法的迭代次数、种群规模以及惯性

权重的参数，确定适应度评价函数。

w

p

g

（2）确定待优化参数 等参数并确定选值范围，代

入 DSRVM中进行训练，计算种群局部适应度值 和全

局适应度极大值 。

p g

（3）更新种群粒子的速率和位置，并重新计算种群

局部适应度值 和全局适应度极大值 。

（4）对比适应度值大小并更新种群适应度值和全局

适应度极大值。

（5）重复步骤（3）和步骤（4）直到满足最大迭代次

数，获取最终的优化参数组合。

（6）将优化的参数组合代入 DSRVM中对边坡位移

预测，模型评价指标采用均方根误差（RMSE）、复相关

系数（R2）和平均相对预测误差（ARPE）对模型进行评

价，其计算公式为：

RMS E =

√
1
n

n∑
i=1

(yi− ŷi)2 （19）

R2 = 1−

n∑
i=1

(yi− ŷi)
2

n∑
i=1

(yi− ȳ)2

（20）

APRE =
1
n

n∑
i=1

|yi− ŷi| （21）

n式中： ——样本数量；

yi i——第 个样本的真实值；

ŷi i——第 个样本的预测值。

算法总体流程图，如图 1所示。 

2　实测数据分析

本文根据已有文献[15]中的露天矿山边坡实测数据，

该矿山处于低山丘陵地段，属于剥蚀地形，整体地形为

北东低、南西低，地形起伏较大，坡角一般为 30°～50°，
大部分为岩质边坡，上覆碎石和土层，植被发育。在矿

山边坡中轴线布置传感器并测量地下水位变化量 X1、

边坡坡度高度变化量 X2、黏聚力 X3、降雨量平均值 X4、

摩擦角 X5、边坡角 X6、应力监测数据 X7、矿山边坡变形

量 X8 为模型的原始样本（表 1）。其中 X1—X7 为模型的

因变量，X8 为模型的自变量。样本空间划分为训练和

预测两个部分，其中 1—27号样本作为训练集，28—
32号样本作为测试集。

根据表 1所示的边坡变形量与影响因素监测数

据统计样本，本文分别利用 ELM、小波神经网络和本

文研究的基于粒子群优化的双稀疏相关向量机（PSO-
DSRVM）进行统计建模分析。

ELM算法是一种前馈神经网络，采用前向单隐层

结构训练模型，不需要梯度的反向传播调整权重。选

取 Sigmoid为 ELM的激活函数，隐含层中含有 16个神

经元，矿山边坡位移预测结果如图 2所示。

小波神经网络（WNN）是以 BP神经网络结构为基

础，小波基函数作为隐含层的传递函数，本文采用的

WNN模型选用 Morlet小波，网络训练次数为 100，其预

测结果如图 3所示。针对编号为 28—32号的 5个测试

样本，从图 2中可以发现期望的输出值（实际值）与模型

预测值存在较大的误差，尤其是在第 30号样本上误差

最大。相较于图 2，小波神经网络对矿山边坡变形数据

 

PSO迭代次数、种群大
小等参数初始化设置

优化参数w范围确立，
确定适应度函数为预测

样本均方根误差

计算预测样本均方根误
差，获取种群极值和个

体极值

粒子速度和位
置计算更新

获取优化参数值组合

是否达到最
大迭代次数

矿山边坡位移数据

双稀疏相关向量机
预测模型

矿山边位移位移预测值

N

Y

图 1    边坡位移预测流程图

Fig. 1    Flow chart of slope displacement prediction
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的分析结果如图 3所示，可以发现小波神经网络的结果

比极限学习机（ELM）的分析效果要好，但是回归分析的

精度仍然需要提升。

最后利用本文提出的 PSO-DSRVM模型对多变量

的矿山边坡变形数据进行分析。相比于 RVM，DSRVM

属于多核学习模型的一种，它通过学习得到两组稀疏

解，能提高模型的泛化能力。本文采用高斯核函数，核

函数的数量为 3，通过多目标参数的粒子群算法获得最

 

1 2 3 4 5

测试样本序号

10

15

20

25

30

35

40

45

边
坡

变
形

量
/m
m

期望输出

预测输出

图 2    极限学习机的预测结果

Fig. 2    The prediction results of ELM
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图 3    小波神经网络的预测结果

Fig. 3    The prediction results of WNN
 

 

表 1    边坡变形量与影响因素监测数据统计样本

Table 1    Statistical sample of monitoring data of slope deformation and influencing factors

编号 X1/mm X2/mm X3/kPa X4/mm X5/（°） X6/（°） X7/kPa X8/mm

1 19 2 12 0 24 33 188.45 14.4
2 12 7 20 0 10 22 115.91 11.7
3 36 4 68 0 44 51 177.86 16.5
4 16 6 30 0 20 40 190.41 18.5
5 16 3 30 0 20 40 188.73 20.3
6 36 2 68 0 38 49 109.65 41.2
7 12 4 35 10 10 22 120.35 25.6
8 30 12 50 40 39 46 159.19 51.3
9 32 1 55 0 38 42 189.07 24.1
10 27 2 46 0 38 46 180.35 11.4
11 23 6 39 12 31 40 190.45 26.8
12 25 7 40 35 35 43 192.13 27.2
13 13 11 20 30 26 30 194.88 18.5
14 16 3 25 0 20 40 182.21 10.9
15 31 1 50 0 38 47 187.79 21.4
16 26 4 49 15 36 48 190.17 22.8
17 23 5 40 0 31 42 115.28 14.4
18 33 4 55 0 39 49 102.77 32.5
19 24 4 40 0 33 41 182.83 18.5
20 15 13 25 24 43 27 194.32 22.4
21 26 8 46 28 36 45 139.18 53.1
22 18 2 30 0 23 32 182.48 11.2
23 25 0 40 0 32 43 106.49 23.7
24 24 8 40 30 33 41 190.45 23.1
25 22 2 37 0 30 39 189.03 24.5
26 21 3 35 0 24 37 113.58 36.6
27 21 2 35 0 32 36 181.89 10.6
28 32 2 55 0 41 49 184.69 21.2
29 23 6 39 0 31 40 116.69 15.1
30 33 11 55 40 44 46 193.55 29.8
31 15 3 25 0 18 35 181.89 12.5
32 18 3 32 0 23 37 191.03 21.2
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优核参数为分别为 1.7、2.6、0.9，具体分析结果如图 4
所示。图 4（a）所示为训练样本建模的结果，可以发现

目标值与预测值具有非常好的拟合度，其复相关系数接

近 1，并且根据 PSO-DSRVM的基本原理可以识别出重

要性更突出的相关向量。图 4（b）为对 5个预测样本进

行分析的结果，在图中预测值和目标值基本重合，同时

根据贝叶斯分布的原则，给出了预测结果的置信区间，

这对于结果的可靠性分析更具有意义。
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（b）预测样本的分析结果
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图 4    本文提出的 PSO-DSRVM 模型预测结果

Fig. 4    The prediction results of the PSO-DSRVM
 

为了进一步评价本文提出方法对矿山边坡变形数

据的预测精度和模型泛化能力，图 5显示了预测样本实

际值与预测值的回归关系，以及 5个预测样本的相对误

差。通过对比上述模型预测样本的均方根误差（RMSE）、
复相关系数（R2）和平均相对预测误差（ARPE）来评价模

型预测精度，具体如表 2所示。通过表 2可以发现，

本文提出的基于粒子群优化的双稀疏相关向量机 PSO-
DSRVM方法更适合于分析处理边坡变形数据，具有更

好的分析精度。
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图 5    PSO-DSRVM 预测的精度

Fig. 5    Accuracy of PSO-DSRVM prediction
 
 
 

表 2    三种不同模型预测效果的比较
Table 2    Comparison of prediction effects of different models

评价指标 PSO-DSRVM 极限学习机 小波神经网络

RMSE 0.478 1.88 1.14
R2 0.99 0.72 0.77

ARPE 0.017 0.29 0.27
 

3　结论

通过 PSO-DSRVM模型在边坡工程中的应用研究，

可得出以下结论：

（1）影响边坡位移及稳定性有很多非线性因素，本

文选取了 7个变量作为边坡位移的影响因素。作为一种
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新的机器学习算法 DSRVM，其最终结果受到核参数的

影响较大，因此本文在优化算法的启发下，提出了基于

粒子群优化的双稀疏相关向量机模型即 PSO-DSRVM。

（2）在建立 PSO-DSRVM预测模型的基础上，利用

露天矿边坡变形数据，通过与极限学习机和小波神经网

络相比较，结果表明 PSO-DSRVM的预测精度远也高于

其他两种模型，将其运用于露天矿边坡变形预测研究中

具有较好的适用性和可靠性。
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