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分形分布函数及其在大型矿床中的应用

申 维 孙方勇
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摘 要 分形概念应用在地球科学中来刻画地质量和物体的自相似特征。研究表明，分形模型常常提供有力工具来刻画地

质量和物体的基本空间分布结构。许多地质现象具有尺度不变性，分形分布的特点要求大于某一尺度物体的数目，与物体大

小之间存在着幂指数关系。本文论证了幂函数分布、帕累托分布、对数正态分布和齐波夫定律在一定的条件下具有分形不变

性质，它们是分形模型的数学基础。基于分形模型，用求和方法确定中国山东省金地球化学元素异常值范围。等值线大于或

等于金地球化学元素临界值（%""9#":&）围成的异常面积包含了已知的大型、超大型金矿床。
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分形和多重分形产生于尺度独立性过程的自相

似自然结果，并且应用在孔隙分布、网络（U-..1D/-1
等，#&&8）、大小分布（V4AJ/42，#&&)）和其他许多领
域。许多地质现象具有尺度不变性，例如岩石碎片、

断层、地震、火山喷发、矿藏和油井的频度和大小之

间的分布。分形分布的特点要求大于某一尺度物体

的数目，与物体大小之间存在着幂指数关系。在分

形概念被提出之前很长一段时间，人们从经验上就

认识到幂指数型的统计关系适用许多地质现象。

关于地质现象的统计分布，幂指数分布不是唯

一，还有如正态分布和对数正态分布等其他种类。

但是，幂指数分布是唯一不含特征分布长度的分布

（CIG64EE1，#&&$）。这样，幂指数分布可以应用于那
些具有标度不变性的地质现象。如果一定数目的事

件在统计上相互独立，那么，中心极限定理就提供了

应用正态分布的基础。而标度不变性则提供了应用

幂指数分形分布的基础。分形概念对连续分布的对

象也适用。许多地球物理数据具有幂指数频谱。这

包括有重力、地磁和地表地形。由于幂指数频谱由

振幅和斜率两个量决定，因此利用这两个量可以进

行数据集的结构分析。分析结构也可以用来作为对

资料两点间进行内插值的依据。

# 分形分布

<=< 幂函数分布函数

<=<=< 一般的幂函数分布 如果随机变量@的密
度函数为

)（A）B-CD-A-D# -!" ""A#C （#）

%""8年$月
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则随机变量!服从幂函数分布（!"#$%"$等，&’()）。
其中"称为尺度参数，#称为形状参数或指数。
由（&）式可求得随机变量! 的分布函数，数学

期望和方差，即

$（%）&’（!!%）&
（%／"）# #") )#%!" （*）

(（!）+#"（#,&）-& #") （.）

)（!）&#"*（#**）+&（#*&）+* #")（/）
在高端截尾条件下，)#%!"0!"，推得下列等

式

’（!!%,!!"-）&（%／"）#（"-／"）+#&
（%／"-）# )#1!2-!2 （3）

上式表明，幂函数分布在高端截尾条件下具有分形

性质（4#5$等，&’’6）。

’（!!%,!!"-）&’（!!.%,!!."-）

)#%!"-!" （7）
上式表明，幂函数分布具有尺度不变的特征。

其中"0为尺度参数；.为任意正的常数。
因此，幂函数分布是具有尺度不变的分形不变

分布（在高截尾条件下）。

!"!"# 截尾的幂函数分布 如果随机变量8的密
度函数为

/（%）&#"+#%#+&［&+（"-／"）#］+&

#")，)#"-!%!"#9 （(）
则随机变量! 服从截尾的幂函数分布。其中"与

"0为尺度参数；#为形状参数或指数。
由上式可求得随机变量8的分布函数

$（%）&’（!!%）&
（%／"）#+（"-／"）#
&+（"-／"）#

#")，)#"-!%!"#9 （6）
截尾的幂函数分布随机变量的数学期望和方差

总是存在（当#")时）。
在高端和低端截尾条件下，)#"-#"-&!%!

"&#"#9，推得下列等式

’（!!%,"-&#!!"&）&
（%／"&）#+（"-&／"&）#

&+（"-&／"&）#

#")，)#"-&!%!"&#9 （’）

上式表明，截尾的幂函数分布在高端和低端条

件下具有分形性质。

’（!!%$"-&#!!"&+’（!!.%$."-&#

!!."&）#")，)#"-&!%!"&#9 （&)）
上式表明，截尾的幂函数分布具有尺度不变的

特征，其中"&和"-为尺度参数；.为任意正的常数。
因此，截尾的幂函数分布是具有尺度不变的分

形不变分布（在高端和低端截尾条件下）。

!"!"$ 渐近的幂函数分布 如果随机变量!的密
度函数为

/（%）!#"+#%#+& #"&，%%) （&&）
则随机变量! 服从渐近幂函数分布。其中"为尺
度参数；#为形状参数或指数。
渐近幂函数分布的函数为

$（%）&’（!!%）!（%／"）#

#")，%%) （&*）
上式可得出，当%%)时，将数据对｛’（!!%0）｝和
｛%0｝（0+&，*，⋯，1），绘在双对数坐标纸上，它们
渐近于一条直线上，直线的斜率为#。

!"# 帕累托分布函数

!"#"! 一般的帕累托分布 如果随机变量!的密
度函数为

/（%）&#"#%+#+& #")，%&"")（&.）
则随机变量! 服从帕累托分布（!"#$%"$，&’()）。
其中"称为尺度参数；#称为形状参数或指数。
由（&.）式可求得随机变量!的分布函数，数学

期望和方差，即

$（%）&’（!!%）&&+（%／"）+#

#")，%&"") （&/）

(（!）&#"（#+&）+& #"& （&3）

)（!）&#"*（#+*）+&（#+&）+*

#"* （&7）
曼德布罗特（:;$<=5>=?"@，&’77）认为帕累托分

布在低端截尾条件下具有尺度不变的分形性质，即：

’（!&%,!&"-）&（%／"）+#（"-／"）#&
（%／"-）+# %&"-""") （&(）

上式表明，帕累托分布在低截尾条件下具有分

形性质。

’（!&%,!&"-）&’（!&.%,!&."-）

%&"-""") （&6）
式（&6）表明，帕累托分布具有尺度不变的特征。

其中"-为尺度参数；.为任意正的常数。
因此，帕累托分布是具有尺度不变的分形不变

分布（在低截尾条件下）。

!"#"# 截尾的帕累托分布 如果随机变量!的密
度函数为

/（%）&#"#%+#+&［&+（"-／"）+#］+&
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!!!，!""###"$"" （#$）
则随机变量% 服从截尾的帕累托分布（%&’()*+,，

#$-$；./+012&3/*+等，#$$4）。其中"与"$称为尺度
参数；!称为形状参数或指数。
由（#$）式可求得随机变量%的分布函数

&（#）’(（%##）’#)
（#／"）)!)（"$／"）)!
#)（"$／"）)!

!!!，!""###"$"" （5!）
截尾的帕累托随机变量的数学期望和方差总是

存在（当!!!时）。
在高端和低端截尾条件下，!""""####

"$#""$""，推得下列等式

(（%$#*"#"%#"$#）’
（#／"#）)!)（"$#／"#）)!

#)（"$#／"#）)!

!!!，!""####"$#"" （5#）

上式表明，截尾的帕累托分布在高端和低端条件下

具有分形性质。

(（%$#*"#"%#"$#）’
(（%$+#*+"#"%#+"$#）

!!!，!""####"$#"" （55）

式（55）表明，截尾的帕累托分布具有尺度不变的特
征。其中"#和"$为尺度参数；+为任意正的常数。
因此，截尾的帕累托分布是具有尺度不变的分

形不变分布（在高端和低端截尾条件下）。

!"#"$ 渐近的帕累托分布 如果随机变量%的密
度函数为

,（#）!!"!#)!)# !!!，#%" （56）
则随机变量% 服从渐近帕累托分布（789(*’)+&2，

#$:5）。其中"称为尺度参数；!称为形状参数或指
数。

渐近帕累托分布的函数为

&（#）’(（%##）!#)（#／"）)!

!!!，#%" （56）

789(*’)+&2（#$-;）利用帕累托分布和它的渐近
形式解释许多经验现象。<&/91&9等（#$;!）讨论了
帕累托分布的各种类型。

!"$ 对数正态分布函数

=02>/01&9等（#$4;）和.+&?等（#$::）详细讨论
了对数正态分布。如果随机变量-@’&,% 服从正
态分布，则非负的随机变量%服从对数正态分布。
如果随机变量%的密度函数为

,（#）’ #
5&!"#

*A3

)（’9#)#）5
5"5 #!! （5B）

则随机变量% 服从对数正态分布（C8?等，#$$#；

.+&D*’’0等，#$$;）。其中#为尺度参数，"!!为形
状参数。

由（5B）式可求得随机变量%的分布函数，数学
期望和方差，即

&（#）’(（%##）’’
#

)"

,（.）(. （54）

/（%）’0#1"
5／5 （5-）

2（%）’05#1"
5
（0"

5

)#） （5;）
令%’@+%，+!!为常数，则随机变量%$的密度
函数为

,（#）’ #
5&!"#

*A3)
（’9#)#)’9+）5

5"5 ’

#
5&!"#

*A3)
（’9#)#$）
5"5 #!! （5:）

其中#$@#E’9+。
上式表明，随机变量%和%$@+%服从同一分

布函数（对数正态分布），且形状参数"不变，尺度
参数#改变为#E’9+，即对数正态分布的随机变量
在相乘一个正常数+!!的条件下，分布形式不改变
（形状参数"不变，尺度参数#改变）（789(*’)+&2，

#$:5）。因此，对数正态分布在上述变换条件下，具
有分形性质。

!"% 齐波夫定律
如果随机变量的3分布律为

(（3’4）’!4)5

（(!#，4’#，5，⋯，⋯） （5$）
则随机变量3服从齐波夫定律（<&/91&9等，#$-$）。

其中!@（$
"

4@#
4F5）F#为常数，(称为指数参数。

随机变量3的分布函数，数学期望和方差分别
为

6（7）’(（3#7）’$
4(7
!4)( (!#（6!）

/（3）’（$
"

4’#
4)(1#）／（$

"

4’#
4)(） (!#（6#）

2（3）’（$
"

4’#
4)(15）／

（$
"

4’#
4)(）)/5（3） (!# （65）

在低端截尾条件下，4$"!!。推得下列等式
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!（"#$%"!&）#（’$(!）／（!
$!&
’$(!）

$!&"! （""）
此式说明齐波夫定律具有分形性质。

!（"#$%"!&）#!（"#)$%"!)&）

$!&"!
其中&为尺度参数（正整数），)为任意正的常

数。此式说明齐波夫定律具有尺度不变性质。

因此，齐波夫定律是具有尺度不变的分形不变

分布（在低截尾条件下）。

# 应用实例

!"# 分形模型
设分形模型

*（$）#+$(, $"! （"$）
其中$表示特征尺度；+"!为比例常数；,"!为
一般分维数（%&’(等，)**+），*（$）,*（!$）表示
尺度大于等于$的数目或和数。
许多地质现象具有标度不变的特征，如岩石碎

片、断层、地震、火山喷发、矿藏和油井等（-&./0123
4&’.等，)**5），这些现象的频度和大小之间的分布
具有尺度不变性，可以用幂指数分布加以描述。

为了求出其分形模型（"$）中分维数,，将观测
数据〔*（$)），*（$#），⋯，*（$-）〕和（$)，$#，⋯，

$-），绘在双对数坐标纸上，如果其点大致分布在一

条直线上的话，分维数, 可以利用直线的斜率求
出，也就是说，将观测数椐〔*（$)），*（$#），⋯，*
（$-）〕和（$)，$#，⋯，$-），代入（"$）式，然后两边取对
数，（"$）式化为一元线性回归模型

627*（$）#(,627$.627+ （"5）
用最小二乘法求出斜率, 的估计量，即为分维数；
如果其点大致分布在二段直线上时，可采用分段拟

合，有的分界点清楚，有的则不清楚，为了提高分界

点确定的客观性，在二个区间用最小二乘法回归时

用了最优化方法确定分界点。其基本思想是，找出

合适的分界点$/!，使各区间拟合的直线与原始数据
点之间的剩余平方和0/（/,)，#）在两个区间的总
和

0#0).0##!
/!

/#)
［*（$/）.,)627$/(627+)］#.

!
-

/#/!.)
［*（$/）.,#627$/(627+#］#

为最小。其中$/!是分界点，,)和,#分别为相应
区间的斜率即分维数。为了检验回归方程的显著

性，对每个回归方程都进行了相关系数检验及方差

分析检验。

!"! 用求和方法确定地球化学元素异常值范围
设地球化学元素的值｛1/｝，/,)，#，⋯，*。记

*（$）,!
*

1/!$
1/ （"8）

这里和式是对于所有满足1/!$的/2求和，

9/(
)#/#*

1/$$$9:;
)$/$*

1/这样得到了数椐（*（$)），*

（$#），⋯，*（$-））和（$)，$#，⋯，$-）。
山东省是中国著名的金矿化集中区和黄金产

地，在此以金矿床的地球化学元素为例，用求和方法

确定大型、超大型矿床的地球化学元素异常值范围。

应用求和法等式（"8）对金元素<=（*,#)")8）数据
处理（表)）。

表# 用求和法等式（$%）求出&’元素数据的!（"）

()*+,# -（.）/0&’1)2)3)+3’+)2,1*456"（$%

%%%

）

$／)!>* *（$） $／)!>* *（$

%%

）

%%) 8!#$8?8" )!! )85+$?85

%%# $###5?!* )#! )5"8@?5$

%%" ""*@#?## )5! )$58!?*)

%%$ ")$)5?@# #!! )""*!?@!

%%5 "!#!!?)$ #5! ))*$#?@!

%%8 #*""8?!+ "!! )))!#?*+

%%@ #+8*"?5" "5! +)*$?+#

%%+ #+#"$?*5 $!! 8@$)?*!

%%* #@!+!?)) $5! 5*!*?$8

%%)! #@$$$?8+ 5!! 5!!+?#+

%%)5 #8!@+?*5 8!! "++)?$*

%%#! #$++8?*5 85! "#*5?@8

%%#5 #"+*#?*! @!! #8$+?#5

5! #!8*)?!$ +!! )+**?!!

应用表)的数据，在627$—627*（$）坐标中投
点（图)），用最小二乘法拟合直线，得到相应的直线
方程为

627*（$）,>!?#$#*"+627$A$?8+@$+
3#,!?*8"** )#$&#!!

627*（$）,>)?$)$85627$A@?$+"##
3#,!?*5*$5 #!!#$&+!!

得到分维数,),!?#$#*"+，,#,)?$)$85，分

界点$/!,#!!（B)!>*）。以上方程均通过显著性检
验。地球化学元素金的异常值范围为大于#!!B
)!>*。
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图! "#$!（"）%"#$"图

&’$(! "#$!（"）%"#$")*#+,#-./01*/23
,-#45!6!7314)*23

图!显示!（"）与"之间的关系。用最小二乘
法拟合二段直线。"#89588:!8;<表示金元素异常
的临界点。用求和方法和其他方法（如面积方法）算

出地球化学元素金的异常范围一致，且异常范围与

大型、超大型金矿床的吻合程度很高，是寻找金矿的

一种直接信息，对圈定靶区有着举足轻重的意义。

引起分段分形的原因可能是大型、超大型矿床与中

型、小型矿床成因不一。大型、超大型矿床是长期演

化继承的地质产物，成矿系列有其有序性，其变量极

值集合是大型、超大型矿床的控制因素。系列矿床

共生和叠加成矿作用是大型、超大型矿床产生的必

要条件。

6 结论
（!）一般的幂函数分布在高端截尾条件下具有
尺度不变的分形性质，截尾的幂函数分布在高端和

低端条件下具有分形性质；一般的帕累托分布在低

端截尾条件下具有尺度不变的分形性质，截尾的帕

累托分布在高端和低端截尾条件下也具有分形性

质；对数正态分布的随机变量在相乘一个正常数

$!8的条件下，分布形式不改变（形状参数!不变，
尺度参数"改变）；齐波夫定律在低截尾条件下具

有分形性质。这些分布是分形模型的数学基础。

（5）用求和方法确定中国山东省金地球化学元
素异常值范围。等值线大于或等于金地球化学元素

临界值（588:!8;<）围成的异常面积包含了已知的
大型、超大型金矿床，其结果与实际情况一致。该方

法不仅适用于金元素和金矿床，而且还适用于其他

元素和矿床，具有普遍的意义。
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