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摘要：基于磨矿动力学研究现状，论文介绍了n阶磨矿动力学方程、总体平衡动力学模型以及基于智能算

法的磨矿数学模型等三种磨矿动力学模型，并重点分析了总体平衡动力学模型及其中的破碎函数和选择函

数。研究认为，总体平衡动力学模型在国外应用广泛，应用前景良好，但它在国内的研究和应用严重滞后，亟

待业界关注研究。
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磨矿动力学是指被磨物料的磨碎速率与磨矿

时间关系的规律¨J。通过建立磨矿动力学模型，可

分析和预测磨矿中各个粒级的磨矿行为，对实际磨

矿情况做出理论上的分析和判断。因此，磨矿动力

学研究是磨矿过程模拟和优化的重要研究内容，也

是选矿学科重点发展的研究领域之一心J。目前，磨

矿动力学的建模类型主要有n阶磨矿动力学方程、

总体平衡动力学模型以及基于智能算法的磨矿数学

模型。

1 n阶磨矿动力学方程

1．1 n阶磨矿动力学方程的概念

磨矿动力学常用的建模方式是采用类似化学反

应动力学模型建模，所得模型为常见的n阶动力学

(积分)方程⋯。建立这一方程的基本假设是，磨机

内粗颗粒粒级(大于指定粒度的粒级)的消失速度

与被磨物料中这些大颗粒所占比率成正比，即：

警：一解，尺：民e—k (1)
df

。

R=Roe“驴 (2)

式中，t为磨矿时间，R为经过t时问磨矿产物

中大于指定粒度的颗粒的产率，R是给料中大于指

定粒度的颗粒的产率，矗、n为与物料性质和磨矿条

件有关的参数，当n=l时，如公式(1)所示，为一阶

磨矿动力学方程。凡值主要取决于物料的均匀性、

强度和球荷粒度特性，k值与磨矿细度有关⋯。n、k

都跟粒度d有关，可写成d的函数：

k(d)=Co+C】d“，n(d)=Ao以ld心 (3)

式中，C。、C。、A。、A。、X。、X2均为待定系数，取决

于被磨物料的性质和磨矿条件。

n阶磨矿动力学方程是国内研究和应用较广泛

的磨矿动力学模型，有关研究重点主要涉及模型参

数n、k的求解及其相互关系研究和应用。

1．2 n阶磨矿动力学方程的研究现状

段希祥[3 o用石英、方解石和重晶石磨碎分别磨

至2．5～320 min，建立n阶磨矿动力学方程，计算出

n和k值，通过其变化反映出磨碎过程的实际情况：

对于同种物料，n值在粗磨条件下的同种物料随着

磨矿粒度减小而变小，细磨下则随着磨矿粒度减小

反而增大，而k值是随粒度减小而变小；在同一磨矿

粒度下随磨矿时间延长n值逐渐变小及k值逐渐增

大。

侯英等[41在段希祥教授的基础上，对参数凡和

k应用解析几何和偏导数的方法来分析磨矿动力学

参数n和k与磨矿时间的关系以及对磨矿速度的影

响，研究表明：在磨矿时间t<eⅣ‘时，k对尺起主要的

影响作用，k越大则磨矿速度越快；当磨矿时间增加
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到t>e“8时，n对R起主要的影响作用，n越大，磨矿

速度越快。这较完整的解释磨矿动力学参数的意

义，并通过实际试验验证，结果与理论分析一致。

吴明珠等¨1采用一阶磨矿动力学方程，获得参

数k与球径之问的关系。一般地，k值愈大，物料的

被磨速度愈快，则可认为与k的最高值相对应的球

径就是该粒级最适宜的球径，从而得出适用于攀枝

花钒钛磁铁矿矿石性质的最适宜球径与给料粒度关

系的数学模型。陈炳辰教授也曾用参数k作为实验

室细窄粒级给料磨矿时最适宜球径的判据，获得适

用于东鞍山矿石性质的适宜球径的数学模型。

王力等∞1通过建立被磨物料的n阶磨矿动力

学方程，研究助磨剂对煤沥青的动力学影响，并对磨

矿结果进行预测，得出最合适的助磨剂。

通过对n阶磨矿动力学方程的研究，分析和评

价各个操作条件对磨机的实际工作情况的影响，可

为择最佳的磨矿操作条件提供依据。显然，如果矿

石中各组成矿物的硬度、密度、脆性等性质差异不

大，各组成矿物在被磨过程中相互影响较小，则n阶

磨矿动力学方程的基本假设可成立。

2 总体平衡动力学模型

2．1 总体平衡动力学模型的概念

总体平衡动力学模型是基于总体平衡模型建立

的动力学模型。众所周知，磨矿是固体物料总体平

均粒度减小的过程，就某一具体粒级而言，在磨矿过

程中，它可能被磨碎而致粒度减小进入较细的粒级，

从而使该粒级的颗粒总量减少(称为该粒级颗粒的

消失)；同样，比之更粗的颗粒也可能被磨碎而进人

该粒级，从而使该粒级的颗粒总量上升(以下称此

现象为该粒级颗粒的生成)。总体平衡模型(Popu—
lation Balance Model)就是基于这一现象，按照物料

平衡原理，假定物料连续输入和输出情况下，考虑某

一粒级颗粒数量的变化取决于大于该粒级的颗粒破

裂产生这一粒级的数量、给料中输入的数量、排料输

出的数量以及该粒级自身破碎的数量，而建立的磨

矿数学模型。因此，磨矿总体平衡模型所反映的就

是磨矿过程中某一粒级总量的变化及其总体数量或

质量的平衡关系方程。

2．2磨矿总体平衡模型的研究现状

总体平衡模型是目前应用广泛且具有良好应用

前景的磨矿模型。众多学者对其进行了大量的研

究，包括该模型的建立、在特定条件下的解以及模型

在磨矿过程的设计、仿真、优化、控制中的应用。

Esptein门1利用统计学原理，对固体破碎提出两

个基本函数：一个是累积破裂函数，另一个是破裂概

率，这就是总体平衡模型的基础。他假定破裂函数

式规范化的函数，即日(戈，Y)=B(x／y)，搿、Y分别代

表不同的粒度，则有：

B(x／y)≤1，戈≤y

B(x／y)=1，x>y (4)

并且，Esptein提出他的磨矿数学模型，如式(5)

所示。

P，(省)=Pp_1(戈)+J 7rB(x／y)护p-l(Y)(5)
J
y2*

式中，P(戈)表示粒度小于戈的颗粒的质量分

数，p、P一1表示磨矿阶段，7r表示选择破碎的部分。

式(5)表明：在磨矿P阶段，小于粒度z的颗粒的质

量分数等于上一阶段产生的小于粒度石的部分加上

在P阶段中所有大于粒度戈的颗粒破裂产生小于粒

度石的部分。

Sedlatschek和BassL9 o采用一种不同的方式描述

磨矿过程，提出任一粒级的破裂概率取决于该粒级

所占的比率的假设，并通过大量的试验得到证实。

使用离散粒度、时间连续的概念，推导出批次磨矿的

数学模型，如式(6)。

等=(∑秽iwj)一ki埘i (6)
一 。荔1

式中，i√表示具有粒度上下限的粒级，W。表示

粒级i的质量分数；口“表示单位时间单位质量的粒

级．7破裂生成粒级i的质量，包括了破裂分布函数和

破裂速率；矗。表示粒级i因破裂而消失的比率。但其

未知系数需要通过解复杂的微分方程而被质疑，

Bass等人在接下来几年里对其实际解进行推导和

研究‘8，10]。

Broadbent和Callcott[11。13 3发表了一系列有关将

矩阵应用到磨矿和分级中的研究，使用了由Esptein

提出的破裂函数和破裂概率的概念，在此基础上将

质量一粒度分布分割成有限的间隔，这与(6)的处

理相同，并首次提出使用破裂分布函数b。
l

Wi(p)=∑bosjwi(p-1)+叫i(p-1)一她W(p-1)
j=i>i-11

(7)
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式中，6ii表示粒级．j破裂后产生粒级i的比率；si

表示为每个阶段任意粒级选择破裂的比率。与式

(6)相比，式(7)使用的是阶段磨矿的概念，可直接

适用于重复粉碎试验。但其对于破裂函数形式的假

设是其主要的缺陷，所解得的s值可能产生负值，造

成仿真结果与实验值相差甚远，且阶段破裂的概念

不符合时间连续的磨矿系统。

若将一个“阶段磨矿”定义为在一个很小的时

间间隔出，用S表示单位时间内被选择破碎的比

率，即SizltmS。，整理得式(8)，这与式(6)表达基本
相同。

A，。 1

等=∑6Fs叶一Js以 (8)
“
7荔1

Gaudin和Meloy¨41使用矩阵表达式来作为批

次磨矿方程式的解，批次磨矿涉及到不同的破裂概

率和破裂分布函数。Meloy和Bergstrom¨纠继续进

行了这项研究，对几个假设的磨矿回路使用矩阵表

达式，表明每一个分布参数的相对重要性。

1962年，Gardner和Austin¨””1基于Sedl—

atschek、Bass、Esptein、Broadbent和Calleott的理念，

推导出一个批次磨矿全矩阵的方程，见式(9)，并提

出两种计算机解法。同时，他们利用放射性物料的

示踪技术来追踪窄粒级的破裂，微积分方程的迭代

解被用于计算产物的粒度分布，其计算的结果和他

们的试验结果一致。这项研究确定了测定该数学模

型参数基本性质和使用它们预测试验结果的可能

性，且确定了基本的批次试验方程式是一个符合物

料平衡的表达式。

，r)：(戈，)+̈一YP(x P 0 S(y)B(x，Y)擎型dydt，r)=(戈，)+I f ) ，)兰3尝旦
o 0 o Y=# ay

(9)

式中，丁表示时间。

K．J．Reid¨叫在总结前人磨矿质量平衡积分一微

分方程基础上，提出了基于粒度离散的批次磨矿动

力学模型及其解析解，其基本模型见式(5)。Reid

假设物料的破碎符合一阶规律且不同粒级的比破碎

速率不同且相互独立，获得解析解见式(10)。当筛

比越接近所定义的微分增量其方程越准确。

Reid在批次磨矿模型上提出相关模型，连续磨

矿涉及到物料中输入磨机的流速、排出磨机的流速

和停留时间的问题。连续磨矿的流动性可通过停留

时间分布函数妒(t)来获得，驴(t)出是指在t=0时进

入、在停留时间为t到￡+出的排出物料的质量分数，

见式(11)。式中，毛(t)磨矿时间为t时物料中大于

粒级戈。的质量分数，这里Zi(∞)是指稳定状态下，

连续的磨矿系统产物中大于粒级戈i的质量分数，并

推导出在一定假设条件下的解析解。

当江1时，W1 mWl(0)exp(一．slt) (10—1)

当i=2时，W2(t)=W2(0)exp(一S2 t)+铧×[exp(-S1t)一exp(-Sat)](10—2)
依此类推⋯⋯

Wi(￡)=∑aqexp(一Sit)，N>>-i>>-i
J=1

0，i<j

伽；(o)一荟‰i巧(10-3)

西1荟i-1 b5^硝
Zi(∞)=I zi(t)驴(￡)dt (11)

J 0

基本的总体平衡模型也有一定的局限性：忽略

重复破碎；模型预测产生的误差在长时间磨矿和细

粒级中越发明显；细粒级产生缓冲作用时，比破碎率

随细粒级的累积而减少，产生非一阶效应。针对其

局限性，相关研究者对其不断改进。

Whiten【1刮提出理想混合球磨模型，见式(12)。

该模型可看做一般总体平衡模型的另一种表达方

式，是在假定简化基本总体平衡模型对于混合粒级

的复杂性的基础上提出来的，针对的是连续性磨矿

过程。理想混合球磨模型使用了一个粒级i排出速

率函数di，破裂速率与di可以由一系列实际的给矿

和产物中每个粒级分数来计算，更便于计算。

，+∑学鸡+竽 (12)
|=1 u| ui

式中。f、Pi分别为给料和产物中粒级i的重量

分数，■为粒级i的破裂速率，口ii为表观函数(即破裂

分布函数)。

L．G．Austin等¨引提出在基本总体平衡模型的

基础上引入一个与时间有关的参数K(t)，用伪时间

法描述比破碎速率函数，使Si(t)=，((t)Si(0)，解决

了磨矿过程中产生的线性时变，但无法解释由缓冲

作用产生的非一阶效应。类似于L．G．Austin提出

的伪时间法，P．C．Kapur坦叫在1972就提出了相关假
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设S(菇，￡)=S(t)丁(t)。

之后，有不少研究者在前人的基础上，针对物料

的破裂产生非一阶效应的研究及对基本总体平衡模

型进行改进，其趋势更符合现实且更适合计算机计

算。E．Bilgili和B．ScarlettL21’提出一个解释非一阶

效应的总体平衡模型。该模型中比破裂速率被分解

成一个表观破碎率ki和一个描述不同类型非一阶

破裂动力学的函数Fi。Maxx Capece等。22 o在此基础

上针对批次磨矿，在Matlab环境下开发一个基于完

全数值的反演算法，确定非线性总体平衡模型的参

数。

综上可知，国外对磨矿总体平衡动力学模型进

行了大量研究，相比之下，国内对此研究报导不多，

特别是在近十几年来，相关报道较少。吴明珠"，2列

用试验室分批磨矿试验方法证明：在粗磨时，总体平

衡动力学模型的破裂速度函数S与时间无关，只与

磨矿条件有关。并在此研究基础上，得出与|s的最

高值相对应的球径就是该粒级的最适宜球径，获得

的结果与其建立n阶磨矿动力学方程的一致。刘开

忠等Ⅲ1使用总体平衡动力学模型研究石英一方解石

和石英一黑钨矿两种混合物料的磨矿特征：混合物

料的磨矿动力学行为为非线性；其组分的磨矿动力

学行为和均质物料单独磨矿时一样，为线性；且各组

分的细粒级具有零阶产出特征。田金星旧5。借助于

总体平衡动力学模型对石墨及其混合物料磨矿时的

破裂特性进行研究，采用B I算法，求得参数Si和b“

的值。通过分析石墨单独和在混合物料中的磨矿动

力学行为，可知石墨在混合物料中，脉石对石墨破裂

特性产生一定的影响，和单独磨矿时相比，石墨的破

裂速率增大，且随着较硬脉石组分所占分数的增加，

其增加更多。因此，在实际磨矿过程中，可采取控制

不同磨矿段的强度来优化磨矿作业。张文军等嵋钊

在前人的基础上，利用多混合器串联模型和非线性

回归技术处理连续磨矿中停留时间的问题，对球磨

机模型的破裂分布函数和选择函数进行估计。王晓

丽旧1利用批次总体平衡模型对铝土矿的球磨过程

进行建模，先对批次表明了铝土矿破碎的非一阶效

应，对此提出采用分段线性化对其进行描述，并预测

磨矿产物粒度，累积粒度分布的相对误差在±5％，

并在批次磨矿模型的基础上，提出铝土矿的非一阶

的连续磨矿破碎速率函数模型和总体平衡模型，对

其边界条件进行优化。

2．3破裂函数与选择函数

2．3．1破裂函数与选择函数的概念

总体平衡模型有两个基本函数，分别是选择函

数和破裂函数。选择函数是指单位时间内粒级i发

生破裂的概率，又称比破碎速率函数，也有用航、一

表示。破裂函数一般有两种表示方法，一种是破裂

分布函数b扪是指粒级j破裂产生粒级i的质量分

数，又称表观函数，用oii表示；另一种是累积破裂函

数B¨是指粒级j破裂产生所有小于粒级i的质量

分数，即Bi=∑㈦t b印。

磨矿系统中被磨物料的任意粒级的颗粒总量及

其变化在任意时刻都符合总体平衡模型的建立原

则，因此，如果将磨矿过程看作是任意粒级颗粒总量

随时问而连续变化的过程，则可以按照总体平衡模

型的思想构建磨矿总体平衡动力学模型。

对于批次磨矿过程而言，由于没有物料输入和

排出，因此，磨机内某一粒级颗粒总量的变化速率就

是该粒级颗粒的生产速率与消失速率之差，据此，可

建立时间连续、粒度离散的总体平衡模型，其基本形

式见式(13)。

掣=一s以(t)+∑6玎s叶(￡)Ⅳ≥i≥，≥1¨。
J。1

(13)

式中，W，(t)为粒级i物料在t时刻时的质量比

率、Jsi、6ii分别为其选择函数和破裂分布函数。

2．3．2破裂函数与选择函数的研究现状

目前，磨矿总体平衡模型中破裂函数和选择函

数两个参数的求法有很多种，包括零阶产出法拉8【、

Austin等人提出的算法心9-3引、Kapur的G—H算

法[20,33,34]、单粒级冲击破碎试验法口5。361等。

零阶产出法是由Herbst[421等提出的，他们假设

磨矿速率为常数，见式(14)。

鼍产=i㈤ (14)

式中，P(石，t)是磨矿时间为t时粒度小于戈的

筛下累积产率，F(x)为x粒度的零阶累积产率速率

常数，假定r(x)=ko(x／x。)“(这里的仅、k。为系数，‰

=、压，戈：)。在实际计算中，将颗粒粒度离散化处理，

结合基本总体平衡模型式(13)，可计算出Bii值和si

值，并且在较短磨矿时间内有Biisi=Fi。

Austin和Luckie∞叫以单粒级物料短时间内磨
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矿数据为基础的算法，是以一阶磨矿动力学方程求

出Si值后反算启ii值，其中Bif值的计算有日I、BⅡ、

曰Ⅲ三种算法，均假定在短时间磨矿，无重复破碎。

B．算法是在给料为一个粒级的基础上进行试验和

直接计算，较为简便。曰。算法与零阶产出法的假设

相同，即Bi5i=F。BⅢ算法在Reid解析解式(11)的

基础上，对于第三粒级以上的计算比较复杂，采用将

前面粒级的磨矿量用简单的算术平均值来代替，得

出B；i值求解的通式。在三种算法中，日1只适用于

特殊情况，BⅢ较曰Ⅱ的精度高。Austin等‘31。323根据

试验提出单粒级选择函数和破裂函数计算的经验公

式，分别见式(15)、(16)。

干磨时，Si=舭?

湿磨时，Si=s，f兰} (15)
＼z0，

式中，A，理为参数。

规范化的Bi值时，B。=9(等)’+(1一p)(、x戈i-iI]，9
非规范化的B“值时，B口=竹{等)+(1一竹)

(16)

式中，纵JB、y为参数，其中卢、T为B。与粒度关
系曲线上的两个斜率，驴为y所在的直线与最大粒

度的交点时Bii值。9，=妒，(x／x，)书，艿为参数，一般
取1．5—2．5。

Kapur旧3。34 o提出G-H算法，其基本思想是将总

体平衡模型转换成由G和H两个函数表示，基于式

(10)进行泰勒级数展开，目的是采用迭代法和计算

机计算曰。i值和Si值。他采用虚拟数据和实验室数

据进行验证，在短时间磨矿时，产生的误差较小。

T．J．Napier—Munn一5。证实G．H算法并不适用非一阶
破裂情况下的磨矿。

Whiten和他的学生Narayanan¨钊在研究矿石破

碎机理中矿石自身和破碎机器各自的贡献时，发现

矿石破碎后的粒度分布与比粉碎能(单位质量矿石

的破碎输入能量)有关，由此提出了采用单粒级破

裂试验估计表观函数(破裂分布函数)的方法，即单

粒级冲击破碎试验法。早期的单粒级冲击破碎试验

法是使用带绳的双摆锤试验装置，将矿石置于回弹

摆锤和冲击摆锤之间，并且紧挨回弹摆锤，然后将冲

击摆锤从一定高度下落沿圆周弧线冲击矿石，使其

破裂，对获得的破裂产物进行统计和分析。由于双

摆锤试验装置存在着摆锤回弹现象，造成计算冲击

能量较为繁琐，计算结果不精确，而且所用的能量和

粒级范围较窄，不能满足实际需要旧引。Brown旧刊提

出采用落重试验法取代双摆锤试验，即使落重物在

给定的高度自由落下，冲击单个矿石，对破碎产物进

行筛分并分析。落重试验所用的能量和粒级范围相

对较宽，且精度较好。JKMRC在此基础上进行了深

入研究，对破碎机、球磨和自磨／半自磨等破磨设备

进行了大量的研究，获得了用于研究矿石破裂特性、

破磨设备工作过程、破磨设备设计选型及其产物预

测的落重试验方法。

可见，总体平衡模型的构建理论完善，模型参数

的物理意义明确。目前，各种材料(如矿石、芒果干

等)和各种方式(如球磨、棒磨、搅拌磨等)的磨碎行

为以及涉及粒度变化的过程(如絮凝、胶体形成、乳

化聚合、结晶、纳米材料的合成等)的研究，均以此

模型为基础。

3 基于智能算法的磨矿数学模型

选矿的数学模型与模拟本身就是计算机、数学

与矿物工程结合的边缘科学。随着计算机应用的推

广及建模技术的普及，一系列新的具有智能特征的

算法，如遗传算法、人工神经网络、专家系统、模糊计

算、离散单元法等，逐渐应用于各个领域中。从上世

纪中后期开始，越来越多的智能算法引入到选矿建

模，单一或是多种算法融合使用，对其单元工艺或单

元组的模型及模拟进行研究，主要是针对破碎、筛

分、磨矿、分级的研究，目前已达实用阶段，特别是近

十几年，国内的大量学者对其进行研究。

磨矿过程是一个极为复杂的循环系统，影响因

素较多，以其主要影响因素为输入变量，利用智能算

法来建立磨矿过程的模型，应用Matlab等软件对其

过程模拟与仿真，建立动态数学建模，设计控制方

案，最终实现磨矿分级过程的预测和自动控制以及

稳态优化。例如，基于模糊计算来控制磨矿过程，就

是把磨矿过程作为“黑箱”，先把人对“黑箱”的操作

经验用语言表述成模糊规则，建立相应的模型，让机

器根据这些规则模仿人进行操作来实现磨矿分级过

程的自动控制。周少军旧引针对整个选矿工业流程，

考虑原矿品位各磨机矿浆浓度和给料粒度、浮选给

料浓度和粒度等因素，利用c”程序设计语言和
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Matlab界面，对铜精矿的精矿品位、回收率、尾矿品

位建立神经网络模型并进行预测，预测结果平均准

确率达80％以上。朱继平等旧引RBF网络建立磨矿

粒度预测模型并进行预测，获得较好的结果。陈宝

宇【加。采用NSGA．11算法(非支配排序遗传算法)对

磨矿过程进行建模，研究磨矿过程的稳态优化。

目前，有关智能算法的研究呈现出三大趋

势H1|：一是理论研究，即深人改进现有的智能算法

的理论和应用；二是引入新的算法，即发掘更先进、

功能更强大的新型智能算法；三是智能算法的融合，

即通过具有不同优势的算法的融合有机融合，形成

新的更具优势的算法，增强其适应性。基于智能算

法的数学模型涉及到编程等许多计算机知识与自动

控制理论，目前主要是从事信息控制的人员在研究。

智能算法能很好预报生产过程，可及时排查将出现

的隐患以及意外事件，为优化控制磨矿过程提供了

简便的手段，在选矿厂的实际生产中具有很大的优

点。但不能解释所建立模型的意义，这对于研究磨

矿过程来说，是缺乏理论研究性的。

4 结 论

通过对磨矿动力学的研究分析，介绍了n阶磨

矿动力学方程、总体平衡动力学模型以及基于智能

算法的磨矿数学模型等三种磨矿动力学模型，并重

点分析了总体平衡动力学模型及其中的破碎函数和

选择函数。研究认为，总体平衡动力学模型在国外

应用广泛，应用前景良好，但它在国内的研究和应用

严重滞后，亟待业界关注研究。
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Review of Grinding Kinetics Research

Yang Jinling，Zhou Wentao，Jiang Linling，Ma Shaojian，Yang Xiaojing，Mo Fan

(School of Resources and Metallurgy，Guangxi University，Nanning，Guangxi，China)

Abstract：Based on the research situation of grinding kinetics，it expounds three grinding mathematical models

which are the n—order grinding kinetics equation，population balance dynamic model and intelligent algorithms，and

it emphatically introduces the population balance model that includes breakage function and selection function．It is

considered that the population balance model is widely used abroad and has good application prospects，but its re—

search and application is seriously lagging behind in China，which urgently needs to be studied extensively and

deeply．

Keywords：Grinding kinetics；Population balance model；Breakage function；Selection function
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