
书书书

! 第 "# 卷第 " 期 物! 探! 与! 化! 探 $%&’ "#，(%’ "!
! )##* 年 * 月 +,-./012345 6 +,-3/,72345 ,8.5-94:2-( ;<=’ ，)##*!

小波阈值去噪黄金分割法

谢搴，詹毅，牛聪
（成都理工大学，四川 成都! *>##?@）

摘 要：在小波去噪的方法中，应用最广泛的是 A%=%B% 阈值法，但由于其阈值的单一性，使它不能在每级尺度上将信

号与噪声做最大分离，去噪效果并不理想。通过分析 A%=%B% 硬阈值和软阈值方法的特点，提出了一种黄金分割

法，这种方法结合了硬阈值和软阈值方法各自的优点。仿真去噪结果表明，这种改进的小波阈值方法能够得到更

好的去噪效果，信号的信噪比得到了进一步提高。
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! ! 在科学研究及实际应用中，对信号进行分析处

理时，首先要对分析的信号进行预处理，最重要的就

是要消除信号的噪声。传统的方法是利用傅里叶变

换，将含噪信号变换到频域，然后进行滤波去噪。这

种方法对于信号和噪声的频带相互分离比较有效，

但当信号和噪声的频带相互重叠时（如当信号中混

有白噪声）效果则较差。小波变换是近 ># 年来发

展起来的一种新的信号处理工具，由于其特有的多

分辨率分析技术，使它在信号去噪方面表现出明显

优势。在众多的小波去噪方法中，A%=%B% 的阈值法

（硬阈值和软阈值）由于处理方法简单、计算量小而

得到广泛的应用。然而，在硬阈值处理过程中，得到

的估计小波系数值连续性差，可能引起重构信号的

振荡；而软阈值方法处理之后，估计小波系数值虽然

连续性好，易于处理，但当小波系数较大时会给重构

信号带来很大的误差。基于此，笔者结合硬阈值和

软阈值方法各自的特点，提出了黄金分割阈值去噪

方法，并将此法在计算机上进行仿真去噪，发现这种

改进的小波阈值方法比单一的阈值法有更好的去噪

效果。

>! 小波变换基础

把对信号 !（ "）的积分变换

#!（$，!）% !& !（ "）""$，!（ "）F" %〈 !，"$，!（ "）〉（>）

称为连续小波变换［> C )］，其中

"$，! % >

!$
"（ " ’ !

$ ）

称为小波基函数，显然，它们是由同一母函数 "（ "）
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经伸缩和平移后得到的一组函数序列。当 "（ "）满

足

!& ( )"（*）( )
( * ( F* + G

条件时，称其为允许小波函数或者基小波，其中

)"（*）是 "（ "）的傅立叶变换。

对于离散的情况，定义离散小波函数（ 其实为

二进小波）

" ,，- % ) ’, . )"（) ’, " ’ -），! ! ,，-# /，

那么信号 !（ "）的离散小波变换就定义为

0［#!（ ,，-）］% ) ’, . )!& !（ "）""（) ’, " ’ -）F"。（)）

! ! 由小波变换的多分辨分析（794）［"］以及 7H&&HI
算法可以得知，当信号 !（ "）被展开为小波级数后，其

细节信号的性态可由小波系数 1,，- 来描述，而 1,，- 可

以通过式（)）计算离散小波变换 0［#!（ ,，-）］的方

式求得。在求得尺度系数后，就可以方便地利用

7H&&HI 重构算法重构出原信号，这也是信号去噪的

理论基础。

)! A%=%B% 阈值去噪原理及缺点

设有如下观测信号

!（ "）% 2（ "）3 4（ "）
其中 2（ "）为原始信号，4（ "）为方差是 #) 的高斯白

噪声，服从 5（#，#) ）。首先对其进行离散采样，得

到 5 点离散信号 !（4），4 J #，>，⋯，5 C >，其小波变

换为

#!（ ,，-）% ) ’, . )$
5’>

4 % #
!（4）"（) ’,4 ’ -）。 （"）
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但在实际中，常采用 #$%%$& 算法［’］来实现小波变换，

借助双尺度方程，可以得到小波变换的递归方法

!"（ # $ (，%）& !"（ #，%）%’（ #，%）， （’）

("（ # $ (，%）& !"（ #，%）%)（ #，%）。 （)）

其中 ’ 和 ) 分别是对应于尺度函数 !（*）和小波函

数 "（*）的低通和高通分解滤波器，!"（ #，%）为尺度

系数，("（ #，%）为小波系数。相应地，小波变换重构

公式为

!"（ # + (，%）& !"（ #，%）% &’（ #，%）$
("（ #，%）%&)（ #，%）。 （*）

&’（ #，%）、&)（ #，%）为 !（*）和 "（*）的低通和高通重构

滤波器。为方便起见，("（ #，%）简记为 ,#，%。对观测

信号 "（%）+ -（%）, .（%）作离散小波变换后，由小波

变换的线性性质可知，分解得到的小波系数 ,#，% 仍

然由 - 部分组成，一部分是 -（ %）对应的小波系数

/#，%，另一部分是 .（%）对应的小波系数 0#，%。
小波阈值去噪的基本方法［(］如下：

（(）先对含噪信号 "（%）作小波变换，得到一组

小波系数 ,#，%；

（-）通过对 ,#，%进行阈值处理，得出估计小波系

数 1,#，%，使得’ 1,#，% . ,#，%’尽可能小；

（ " ）利 用 1,#，% 进 行 小 波 重 构 ，得 到 估 计 信 号

1"（%），即为去噪之后的信号。

在此基础上，/01020 提出了一种简洁的去噪算

法，即所谓硬阈值和软阈值去噪方法［)］，它们的定

义是：取 # + $ -%3! 2（$- 为噪声方差，2 为离散采

样信号的长度），硬阈值估计方法定义为

1,#，% &
,#，%，! ! 3 ,#，% 3( #；

4， 3 ,#，% 3 4 #{
。

（5）

软阈值估计方法定义为

1,#，% &
631［,#，%·（ 3 ,#，% 3 ）］，3 ,#，% 3( #；

4， 3 ,#，% 3 4 #{
。

（7）

其中，631［·］为符号函数，当其数值大于零，符号为

正，反之为负。

硬阈值和软阈值方法虽然在实际中得到了广泛

的应用，也取得了较好的效果，但是方法本身还是有

一些潜在的缺点。如图 ($ 所示的硬阈值方法中，

1,#，%在 # 处是不连续的，利用 1,#，% 重构所得的信号可

能会产生一些振荡；如图 (8 所示的软阈值

方法中，虽然 1,#，% 整体上连续性较好，但是当 9 ,#，% 9
: # 时，1,#，%与 ,#，%总存在着恒定的偏差，直接影响着

重构信号与真实信号的逼近程度。鉴于以上原因，

单一地采用硬阈值或软阈值方法，去噪的效果显然

图 !" 硬阈值（#）和软阈值（$）方法

不理想。

"! 黄金分割去噪法

考虑到单纯采用硬阈值或软阈值方法会影响信

号的去噪效果，所以在阈值去噪的时候，必须综合考

虑硬阈值和软阈值。目前，已经有一些比较成熟可

行的方法，如多项式插值法、模平方处理法等，它们

都能综合考虑硬阈值或软阈值方法，去噪效果较理

想。在这里，笔者给出一种处理简便、去噪效果理想

的黄金分割法。

从前面的分析可知，单纯的软阈值方法估计出

来的 1,#，%，其绝对值总比 ,#，%要小 #（,#，% : # 时），因

此要设法减小此偏差；但是，若把这种偏差减小为

零，就成硬阈值情况了，这也未必是最好的。因为

,#，%本身就是由 /#，% 和 0#，% 组成的，它可能受 0#，% 的影

响而使 9,#，% 9 : 9/#，% 9，而我们的目的是使’1,#，% . /#，%’
最小。因此，如果令 9 1,#，% 9的取值介于 9 ,#，% 9 . # 和 9
,#，% 9 之间，就会使估计出来的小波系数 1,#，% 更加接

近于 /#，%。基于这一思想，给出估计因子 %，综合硬

阈值或软阈值方法的表达式，给出如下表达式

1,#，% &
631［,#，%·（ 3 ,#，% 3 + %#）］，! 3 ,#，% 3( #，

4， 3 ,#，% 3 4 #{
；

4 ) %) (。 （;）

很显然，当 % 分别取 4 和 ( 时，上式即成为硬阈值和

软阈值估计方法。

现 在问题的关键就在于%取何值合适。众所

图 %" 黄金分割法
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周知，数学上有一个黄金分割点———#! $%&。用此比

例数分割是最具美感的，从身体比例到高楼建筑，从

艺术到绘画无不出其之左，因此被称为“神奇的”黄

金分割点。与此同时，人们也对其进行了大量的研

究，研究结果更有大量的“ 神奇”说法。因此，考虑

到数学和工程上的这种说法，取 ! ’ #! $%&，由此对

应于式（(）的阈值去噪方法被称为黄金分割法（ 图

)），这是一种综合硬阈值和软阈值的去噪方法，通

过大量的仿真实验，发现这种去噪方法可以获得更

好的去噪效果，且处理起来简便。

*! 仿真去噪效果对比

为了说明黄金分割去噪方法的优越性，对一段

含噪的 +,-./0 信号分别进行了硬阈值、软阈值和黄

金分割去噪实验，结果如图 " 所示。其中，给定含噪

信号的信噪比（123）为 $。通过图 "，可以清楚地看

出，" 种去噪方法基本上都能重构出原信号，但是硬

阈值去噪后的信号明显出现了不连续的情况（ 图

".），而软阈值去噪后的信号（ 图 "4）虽然有较好的

连续性，但出现了一定的误差，且 ) 种方法重构出的

图 !" ! 种方法的信号去噪结果比较

信号的信噪比（123）和相对均方误差（3516）都没

有黄金分割法理想，这一点可以通过表 % 看出。

表 #" ! 种阈值去噪法的信噪比和相对均方误差比较

估计器 硬阈值法 软阈值法 黄金分割法

123 )&7 )8(" )(7 **9) "#7 ")99
3516 #7 %"#9 #7 %)98 #7 %%)"

8! 结束语

笔者提出了一种新的黄金分割阈值去噪法，与

传统的硬、软阈值方法相比，去噪效果无论在视觉上

还是在去噪后信号的信噪比和均方误差意义上都有

了明显改善，比单一的硬、软阈值方法要好。

在大量的仿真实验中发现，阈值 " 的取法并不

是最优的，有时候 " 取得恰当，:-;-<- 阈值去噪的

效果会更好。单纯的硬阈值和软阈值方法稳定性较

差，对阈值 " 的依赖性较强，而且对于给定的阈值

"，硬阈值和软阈值方法中至少有一个效果不理想。

而对于黄金分割法，则无论阈值 " 如何选择，它的

去噪效果总是优于单纯的硬阈值和软阈值方法，而

且处理简单方便，具有广阔的应用前景。
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