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摘要：矿床储量规模预测在矿产勘查和评价中占有十分重要的位置，而其预测的最主要手段是

建立矿床储量规模分布的数学模型。根据矿床储量的统计自相似性，应用概率统计方法建立

了矿床储量规模的分形模型。同时，通过模型及其分维值的数理分析，得出不同分维值的地学

解释，讨论了分维的线性与非线性最小二乘回归估计法。
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! ! 在矿产资源勘查和定量评价中，对某一成矿远

景区的资源量和矿床数进行预测是前期勘查的重

要工作，是 政 府 对 矿 业 开 发 宏 观 决 策 的 重 要 依

据［’］。目前，矿床储量规模预测最主要的手段是建

立矿床储量规模分布的数学模型［"］。近年来，利用

分形模型进行储量预测较为普遍［%，+］，但对矿床储

量规模的分形模型及分维的理论基础研究涉及甚

少，对该模型的数理分析较缺乏。作者根据矿床储

量的统计自相似性，应用概率统计方法建立了矿床

储量规模的分形模型。同时，通过模型及其分维值

的数理分析，得出不同分维值的地学解释，讨论了

分维的线性与非线性最小二乘回归估计法，对这两

种方法进行了比较。

’! 模型建立

设某矿区分布有若干矿床 !，用矿床储量 " 作

为度量尺度，则矿床储量为随机变量，设随机变量

# 的分布密度函数为 $（ "），储量大于 " 的概率记为

%（ "）- %（#&"），则

%（#&"）- ’ . /
" $（ "）&" （’）

由于储量规模分布具有自相似性［$］，即标度不

变性，故满足

%（!"）/ %（ "）’（!） （"）

式中 ! 是变换常系数；’（!）是与 " 无关的，只

与 ! 有关的函数，!6 9#,:+(（’00"）（ 据文献［)］）

证明，满足（’）式的只可能是幂函数，考虑到 %（ "）
(’，所以幂指数取负号即

%（ "）/ " & (，( 1 #
在实际问题中，通常用频率近似代替概率。

设已知区域的矿床总数为 !#，大于储量 " 矿床

累积数是 !（&"）- !（ "），则矿床累积数的频率是

%（ "）- !（&"）) !# （%）

由此有 !（&"）) !#/ " & (

从而得矿床储量规模的统计分形模型

!（ "）- !（&"）- *" & ( （+）

其中 " 1 #，( 1 #，* 为常数，( 称为分维数。

"! 模型的数学性质

由（+）式，!（ "）对 " 求导数为：

一阶导数 !+（ "）- & *(" & ( & ’ 2 #，得 !（ "）是 "
的递减函数

二阶导数 !,（ "）- *(（ ( . ’）" & ( & " 1 #，得万方数据
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!（ "）是 " 的凸函数。

由（%）得概率密度函数 #（ "）& ’ $%" ’ % ’ %

又由（(）&（ "）& &（’&"）& $" ’ % ( !#

此时要求 $" ’ %(!#，即 "& $ ( !( )#
% ( %

由此可得随机变量 ’ 的分布函数为

)（ "）& &（’("）& % ’ $" ’ % ( !( )#

数学期望为! *（ "）& $% (（% ’ %）! ! % ) %

方差 ! +,"（ "）& $%［（% ’ %）" ’ $%（% ’ "）］

（% ’ %）"（% ’ "）
，

% ) "
根据条件概率公式，有

&（’(" *’&"-）& % ’ ( )" ( "- ’ % （$）

其中 "&"-& $ ( !( )#
% ( % ) #

（$）式说明，对任意常数 . ) #，下式成立

&（’(" *’&"-）& &（’(." *’&."-）
即满足截尾条件下的分形不变性。

(! 分维数的数理分析

又由（(）式可得! " & !（ "）( )( $ ’ % ( %

当 !（ "）& %，即储量大于 " 的矿床数为 % 时，

" & %( )( $ ’ % ( %应为最大储量，记为 "%，即

"% & %( )( $ ’ % ( % & $% ( %

当 !（ "）& !# 时，" & !#( )( $ ’ % ( % 应为最小储

量，记为 "/，即 "/ & !#( )( $ ’ % ( % & $ ( !( )#
% ( %

由此得 "% ( "/ & !#
% ( %和 % & !" !# (（ !" "% ’ !" "/）

当区域矿床数 !# 一定时，% 越大，!" "% ’ !" "/
越小；% 越小，!" "% ’ !" "/ 越大。特别：

!当 % & % 时，有 "% & $% ( % & $，"% ( "/ & !#，即 "%
& !# "/，说明最大储量恰好为最小储量与矿床总数

之积，即满足 #$%& 定律的原始形式，矿床储量的各

级值将分别为［+］：$，$ ( "，$ ( (，0，$ ( /#。#$%& 定律

在矿床储量预测中已有许多应用［, - .］，特别是在前

期勘查工作中，对基础地质研究程度较低的成矿远

景区的储量预测。

"当 % ) % 时，"% ( "/ & !#
% ( % / !#，说明矿床储量

规模的分布相对比较集中，中间储量的矿床比较发

育；% 越大，则 "% ( "/ 越小，储量等级就越集中。

#当 # / % / % 时，"% ( "/ & !#
% ( % ) !#，说明矿床

储量规模的分布差异较大，分布相对比较分散；%

越小，则 "% ( "/ 越大，储量等级差越大。

$当 %$0 时，即 "% ( "/$%，说明矿床储量规模

趋于一致，规模的分布是均匀的。

%当 %$# 时，即 "% ( "/$0 ，说明区域内只有一

个矿床，为绝对的首位型的分布。

后两种情况在现实中一般很难出现。

+! 分维数的确定方法

!1 "# 一元线性回归法

首先，将观测数据（!（ "%），!（ "" ），0，!（ "/））和

（ "%，""，0，"/）绘在双对数坐标纸上，如果其散点大

致分布在一条直线上，则直线的斜率便是分维数 %
的估计值。理论上，将（(）式两边取对数化为一元

线性回归方程，即

!’ !（ "）& !’ $ ’ % !’ "
令 23 & !’ !（ "3），43 & !’ !（ "3）! ! 3 & %，"，0，/
用最 小 二 乘 法 得 求 出 斜 率 % 的 估 计 值 为：

%1 &
)
/

3 & %
43)

/

3 & %
23 ’ /)

/

3 & %
4323

/)
/

3 & %
4"3 ’ )

/

3 & %
4( )3

"
，即分维值。

如果其散点大致分布在两条直线上，则需分段

拟合，用上述方法分别确定每段直线的斜率即分维

数 %%、%" 时，用最优化方法确定分界点，使得各区

间拟合直线的剩余平方和 53（ 3 & %，"）的总和为最

小。这种情况在现实中是常出现的，分界点常常是

异常值的下限，是进行储量规模划分的重要参考依

据。

!1 $# 非线性回归法

非线性回归法是将观测数据（!（ "%），!（ ""），0，

!（ "/））和（ "%，""，0，"/）代入非线性回归方程（(），得

观测方程

!（ "3）& $" ’ %
3 2%3 ! ! 3 & %，"，0，/

其中%3 为观测误差。

设 6（$，%）&)
/

3 & %
［!（ "3）’ $" ’ %

3 ］"

令
&6（$，%）

*$
& #，

*6（$，%）

*%
& #

由于上述方程不易直接求出 $、% 的表达式，所

以一般采用迭代方法求解［%#］。通过迭代可得到非

线性最小二乘估计参数 $1 、%1 。

3(
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需要说明的是，数学上迭代求解的方法有多

种，常用的有 !"#$%& 法、信赖域法、拟 !"#$%& 法、

最速下降法、’()** #!"#$%& 等，需要根据具体模型

的非线 性 强 度 和 约 束 条 件，以 及 精 度 要 求 来 确

定［$%］。

&! 结语

分维数 + 是矿床储量规模分布的定量判据，利

用分维数 + 的大小，可进行靶区优选以及有利控矿

条件的确定；同时，对同一地区不同时期的分维值

的比较，可动态分析矿床储量分布的变化规律。

分维值的确定有线性回归和非线性回归两种，

由于一元线性回归法估计参数较简单，在实际工作

中应用较多，但结果可能不正确，这是因为，对非线

性强度较强的非线性模型，线性近似将产生大于观

测误差的模型误差，所以，从理论上，应该采用非线

性回归法，用非线性回归法估计出的参数，在拟合

分形模型时更精确，即剩余平方和更小，而且不必

受取对数条件要求的限制。
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