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宾汉钻井液圆管轴向层流压降的数值计算
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(1．中国石油长城钻探工程有限公司工程技术研究院，辽宁盘锦124010；2．中国石油辽河油田公司勘探开发研究

院，辽宁盘锦124010)

摘要：在计算宾汉钻井液在钻具中的层流压降时，需要求解一个非线性方程，以往通常使用近似公式进行计算。

对于求解这个非线性方程，提出了一个数值迭代算法，并对该算法的收敛性进行了证明，给出了最大迭代步数的上

限值。理论分析和大量实际算例表明：本文算法具有非常稳定的收敛性和非常快的收敛速度，并且能够给出压降

的精确计算值。
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Numerical Calculation for Axial Laminar Flow Pressure Drop of the Bingham Drilling Fluid in Circular Pipe／甜O
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Abstract：For the calculation of laminar flow pressure drop of the Bingham drilling fluid in the drilling tools，we need to

solve a non—linear equation，which is usually done by an approximate fomula．To solve this non-linear equation，a numeri—

cal iterative arithmetic is put forward and the convergence of the arithmetic is demonstrated to give the upper limit of maxi—

mum iterative steps．By many actual case$and theoretical analysis，it shows that the arithmetic in this paper has a very$ta-

ble convergence and very fast convergent speed with accurate calculated value of pressure drop．
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在钻井水力参数计算和优化设计等问题中，钻

具内及环空中的压降计算是基本的计算。除了与钻

具、环空的几何参数有关之外，钻井液的流变性质是

影响压降的主要因素。不同类型的钻井液其流变性

质是不同的，目前常用的描述钻井液流变性质的模

型主要有5种：牛顿模型、宾汉模型、幂律模型、赫一

巴模型和卡森模型。关于不同流变模型下的压降计

算目前已有很多研究成果⋯。本文对宾汉模型下

的钻具内层流压降计算进行了详细的研究。在宾汉

模型下，层流压降满足一个4次代数方程；在一定的

条件下可以得到压降的一个近似公式旧o。本文的

研究表明，这个近似公式的计算误差随着钻具长度

而增大。尽管可以使用代数方程求解理论求出压降

的精确计算公式[3 J，但是在计算机编程计算时很麻

烦，并且该方法很特殊，仅适用于宾汉模型。本文提

出了求解压降方程的一个数值迭代方法，对其收敛

性给出了严格的数学证明；并与以往使用的近似计

算公式进行了对比分析。

1 非牛顿流体圆管轴向层流压降

假设所研究的非牛顿流体的本构方程可一般地

表示为：

7=以r)

式中：7——剪切速率，s～；J『——剪切应力，MPa；

火)——般的连续函数。
从动量守恒定律，得：

r=[Ap／(2L)]r (1)

式中：ap——压降，MPa；卜圆管长度，m；卜离
开圆管轴心的距离，m。

在一定压力梯度下，剪切应力r与r成正比；在

管壁处切应力有最大值：

_r。=[Ap／(2L)]R (2)

式中：尺——圆管半径，m；Tw——最大剪切应力值，

MPa。
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文献[1]给出了下面的计算公式：

u(r)=争r_八丁)d7- (3)

Q：粤广以丁)72d丁 (4)
丁_

o 0

V=Q／(耵R2) (5)

式中：U(r)——流体的速度分布函数，ins～；Q——

流量，m3s～；卜平均流速，ms～。
从式(2)得到压降的计算公式：

ap=2br。／R (6)

式(6)即是非牛顿流体圆管轴向层流压降的一

般计算公式；参数f。需要从方程(4)解出。

2宾汉流体圆管轴向层流压降

宾汉流体的本构方程为⋯：

y=f(7，=F!≯r"。
式中：70"——屈服值，MPa；叼。——塑性粘度，mPa·

将上式代入式(4)，得：

Q=鲁”瓦4Zo每)
当％=O即本构方程退化成牛顿模式时，得：

丁。=4Qr／。／(耵舻)

代入式(6)得到牛顿模式的压降公式：

ap=8LQrl。／(订舻)

当％>0时，记：

亭=70／r，，F(宇)=1一(4／3)孝+(1／3)f

则有：

Q=[1TR2ro／(4r／。f)]F(孝) (7)

再记：

口=4Qr／。／(4xtR3下o)=4h。／(Rro)

则得到手的方程如下：

《=F(参) (8)

方程(8)称为压降计算的特征方程，简称特征

方程。

从特征方程中求出满足0<f<1的正实数解

孝，再按下式计算压降：

却=2bro／(膨) (9)

3特征方程的数值求解

特征方程是关于未知数孝的4次代数方程，可以

使用4次代数方程的求根公式求出其解析解Ⅲ，但是

计算过程很麻烦。这里给出一个数值求解的方法。

在0≤亭≤1区间上，函数F(亭)是单调下降函

数，参见图1。并且容易验证：F(O)=1，F(1)=0。

特征方程的解f可以看成是曲线Y=F(f)与直线Y

=口亭的交点的横坐标值。

图1函藏州f J的图像

记：b=1／(3a+4)，则b<I／4。构造下面的迭

代算法：

落(3+m k-l，2，^(10)k=6(3+袅一。)， =l，2，^
”⋯

首先可以证明迭代序列{彘}是有界的：

36≤彘<4b，当k>O

其次，对于任意给定的正整数m>0，有：

f。+。一手。=6(氍一。+。一氍一。)

=6(￡一。+。+f：一。)(f。一。+。+孝。一。)(孝。一，+。一手。一。)

<46(彘一l+。一靠一1)<A<(4b)‘(矗一昴)

<(4b)‘+1

因4b<1，根据序列收敛的Cauchy收敛准

则H1，可知迭代序列{彘}是收敛的。

假设迭代序列{邑}收敛到孝’，易知：

I孝I—手．I<(4b)‘

令收敛允许误差为占，则最大迭代步数为：

1+l0928／(2+l092b)

4压降的近似计算公式

由于0<f<1，可知f很小。在特征方程中忽

略f项，得到：
a孝一l一(4／3)孝

求得：

、／考一n+4，3

代人式(9)，得到压降的近似计算公式：

△p一-8VLrl。／R2+8bro／(3R) (11)

假设特征方程的精确解为亭‘，对应计算出的压

降为△p；近似公式(11)计算出的压降为△p 7，则有：

卸一卸t=2Lr0／(3R)-考柏
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可见，虽然宇柏很小，但是当管长￡很大时，鸳订

不是小量。所以，近似压降公式在管长较长时会产

生较大的计算误差。

相对误差为：

6=(ap一却’)／Ap=(1／3)f+4
从图l可以看出，当直线系数a增大时，解f’

随之减小。而a与流量Q成正比，所以，当流量减

小时，相对误差6也随之增大。

5雷诺数

广义雷诺数的定义[1]：

R。=2pRV／gN

式中：胍——视牛顿粘度，满足下式：

△：P=2bro／(R亭)=轧NLWR2

所以：

鲰=Rro／(4增) (12)

式(12)是宾汉流体圆管轴向层流雷诺数的精

确计算公式。如果在特征方程中忽略f项，得到雷
诺数的近似计算公式：

“=≥(口+÷h。+凳(13)
易知：

pN’仉N=1+(1／3)f
可见，使用近似公式计算的雷诺数要小于其真

实值。

6数值分析及算例

图2给出了特征方程的解孝与方程中的参数a

之间的变化曲线，从图中可以看出，解孝与参数a之

间的变化曲线类似于第一象限中的双曲线。

图2特征方程的解f与参数a的关系曲线

图3给出了参数a很小时的数值解与近似解的

变化曲线，可以发现：当参数a很小时，近似解与精

确解之间有显著的差异。

算例：钻具长度L=2525 m，内径R=54．3 mm，

图3特征方程的精确解和近似解与参数a的关系曲线

流量Q=28．2 L／s，宾汉模型参数：％=4．15 Pa，叼。

=0．028 Pa·s。

使用本文方法得到的压降为1．0956 MPa，使用

近似公式(11)得到的压降为1．1011 MPa，相对误差

为5．1％e。迭代过程中解随迭代步变化的情况见图

4。只需要10步左右迭代就得到特征方程稳定数值

解。

图4特征方程的解随迭代步的变化曲线

7结论

(1)宾汉钻井液在钻具中的层流压降满足一个

非线性方程，需要使用数值方法进行求解。本文提

出了一个迭代算法，并对其收敛性给出了严格的数

学证明；得到了最大迭代步数的上限值。

(2)理论分析和实际算例表明，本文方法具有

非常稳定的收敛性能和非常快的收敛速度。

(3)使用数值迭代方法计算压降比近似计算公

式更精确。在计算机软件编程中宜用数值方法代替

以往使用的近似计算公式。
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