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水动力弥散方程的解析解法及其应用

山 本大学 孙泊正

主第二讲中我们用空间平均方法导出了水动力弥散方程
。

由于它的复杂性
,

只有在极为理想的条件下 才能求得解析解
,

股的实际问题都要靠数值方法求解
。

尽管如此
,

研究水动力弥散方程的解析解法仍然是非常必要的
,

不仅各种数值方法要

韶解析解进行检验和比较
,

而且我们还可以根据 解析解的适用条件设计室内或野外试脸
,

然后利用公式计算或配合标准 曲线

来确定水动力弥散系数
。

水动力弥散方程的定解条件

当流场巳知时
,

水动力弥散问题的解就是未知的浓度分布
亡 (二

,

)t
。

要确 定这个解
,

必须具备以下的条件
。

1
.

给定浓度分布的空间区域 R和时间区间 〔。 ,

T 〕。

2
.

建立浓度 分布
:

(二
, , )所应满足的水动力弥散方程

,

即第二讲中方程 ( 2 3)

日
:

口 / n 行
。

\ 口
~ 二二~ 二 - 艺 -

加

{ D
,
卜井认 } 一 一士` (

` V 对 + 了
沙t a x 一 \ 一

’ ,

乡x , 1 a x ,

”
( 1 )

3
.

确定水动力弥散方程中的系数
,

包括在 尺上给定弥散度 。 乙和 a , 和平均流速向量V (对于非稳定流动要求知道平均流速

向最随时间 的变化 ) 以及源汇项 I 。

4
.

给 出方程的定解条件
。

初始条件 在 区域 R上给定浓度的初始 分布
, 。 ( 二

,

o) = 亡 。〔幻 二“ 动 ( 2 、

打中 了二 O是任意选定的初始时刻
, 二。 (习是位置的已知函数

。

边界条件 在区域尺的边界 B上给定
,

通常有两种类型
,

一种是已知浓度的边界条件
,

即

厂
(义刀

, 才) = f (胃刀
, t ) , 0 <

t < 了 ( 3 )

其中二。 是边界面刀上的点
,

f ( x B ,

t) 是 已知函数
。

另一种是已知溶质通量的边界条件
,

即

f
: ; , 一 。 , z

李三
一

、
。 ,

{
二 : ( 二 , , , ) ; 。 <

,
< :

、 a X , , } ~ ~

l , 、 乙夕

( 4 )

其中。 , 、 。 , 、 。 是曲面 B在点二B 处的单位外法线向量的分量
, g (二刀

,
)t 是 已知函数

。

注意
,

在 ( 4 ) 式中使月了求和约定
。

为便于

理解起见
,

现仅列举几 种常见的一维问题的边界条件的具体形式
:

; .

多孔介质“ 的边界外为另一多孔介质月
,

因 为穿过边界 的溶质通量应保持连续
,

所以有:

(一
二

斋 ) {
_ = 一

(一
二

斋 ) {
。

1~ 下矛J

多孔介 质的边界外为不透水岩层
,

此时 通过边界的流量与溶质通量均为零
,

由于在边界上有
。 ; 一 D 二

李
二

刀了

F ` o ,

故得边界条件 : 斋{
_ _ -

1
.` 之,

( 弓 )

O及

( 6 )

`
.

多孔介质的边界外为浓度固定为` 的河水
,

由连续性
,

在边界点上应成立

〔(
·

卜 。 ·

斋 )
一

(
`
卜 巧斋

/
仍

二 ”

若忽略分子扩散
,

则有
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。 一 。 , 一 。 二

李 、 }
二 。

u x 矛

l二
,

( 7 )

经一段时间“
,

“ 出现
·

比
= 。

,

于是由上式得』生 }
口x }. ~

二闷卜召 J

d
。

多孔介质的边界外为空气
,

由于此时边界两侧的浓度相等
,

故仍得边界条件 ( 6 )
。

水动力弥散方程在正交曲线座标系中的形式

设 (
二 1 , x : , x 3) 为点 p在直角座标系中的座标

,
( “ ; , 。 : ,

勺 )是同一个点在某曲线座标系中的座标
,

二者的联系是
:

二 , 二 g ,
臼

, , “ : ,

.z, )
,

=1 1
, 2 , 3。

若曲线座标系的三条座标曲线在任何点处都是正交的
,

则称它为正交曲线座标系
。

令

汤,
=I 台刁口“ ,

! i( 二 1
,

2
,

3)
,

式中
, 为向径

,

句称为尺度因子
。

在正交曲线座标系 中任何向量A 的散度有下列表达式
:

l r 口
, : L J 、 .

a
, z 二 刀 、 ,

口
, 二 二 J 、 、

。 , v月 “ -石不不
一

L万石
“ ” 2 1, 3 ” ` , , 万石牙

、 “ , r, , ” , , , 万石
、 “ ` ,, 2口 3 ,

J
( 8 )

其中 A : ,
A : ,

A :

是向量 A在该曲线座标系中的分量
。

关于 d iv( gr
a d 构 的表达式等内容可参考高等数学教科书的有关场论部份

。

现在设正交曲线座标系的三个轴在任何点处都与弥散系数张量的主轴同向
,

例如设 u l 轴与流速方向一致
, “ : 和 。 :

轴都与它垂

直
,

则对于各向同性介质
,

由第二讲 ( 1 9 ) 式知

r “ 乙 V + D ` T 0 0 、

D =

气 0

并且 v : 二 v , v Z 二 v 3 二 0,

用的几个特例
:

“ r V + D` T O

0 o r V + D` T

在这样的条件下
,

由方程 ( 1) (略去了源汇项 ) 可得出正交坐标系中的相应表达式
。

下面是最常

《 1) 柱座标系

加
_ l a

扮t r
口r

二 二 , e o s B
, , = , s i n B

, 二 = 二 , 此时几, = i ,
几: = , ,

汤。 = 1
,

方程为
:

r
, (。 二 v 、 、 T )

李〕
,

典鑫 r (“ , 。 十

巧 T )

粤〕
+

李 「(“ , 二 、

几
T )

零1

1 a
~ —

.
气二一- 、 r c F ,

, O 护
( 9 )

( 2 ) 球座标系
x 二 , s , n 夕e o s功

, , = , s , n夕s l n 功
, z 二 r e o s夕 , 此时 h : 二 l

,
人

2 二 , ,
人3 二 , s i n 夕

,

相应的水动力弥散方程为
:

备
二

告备 〔
一 (。 · V · D · T ,

斋〕
+ 1

r Zs i n夕

a r
_

,
, _ , , .

n , 、
刀
。 、

万歹 L
吕 ,刀 口 、 “ T F 宁 口 d l 产

万歹 J

1 口 r
, _ , , .

, , 、

加 、 1 口
甲

李示矛了万了 L、

叮
犷 ’ “ ` J ’

万贾 J 一 下r 万干
- ` 了 〔 r ,

( 3 ) 极座标系
二二 , e o s夕

, y 二 , s , n `

即为 ( 9) 式中
李

= 。 时的方程
,

口忿

若弥散是轴对称的
,

则为 (9) 式中

斋
二 。 和 斋

二

斋
=

子备 〔
·

(。 · F + D · T ,

令〕
一

号

时的方程
:

(
r e V ) ( 1 1 )

,一加

对流一扩散方程的解析解法

水动力弥散方程与溶液中的对流扩散方程具有类似的形式
,

因而可以借用对流扩散方程的一些解法
。

( 1) 点源问题的甚本解 考虑无边界的均质各向同性区域
,

在一点处瞬时注人质量为M的溶质
,

设流场是静止的
。

此

时一般的对流扩散方程简化为

a e 。 l 口
Z e .

户
2己 .

口Zc \

一
二 进夕 I

—
宁

—
宁 一 , ~ , ~ ,

口t \ 口x 乙 口y 了 口二乙 ,
( 1 2 )

式中” 为扩” 系数
·

若把点源撇舱置助坐标原点
,

并 移到” 座标系
,

在方凰
,。 , 中取

斋
= 。 ,

斋
=

吸
“ 二 。 ,

并用

D代替弥散系数
,

则方程 (1 2) 可变为
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.

夕立
=

卫一』` 了尸
~

皿 、
吞 t r 若 刁尹 \ 口犷 j

( 1 3)

定解条件是
:

当 , 二 。 时
,

对一切
,

> 。 ,

有
。 ” 。 , 对一切 t > 。 ,

当
, = 阅时

,

有
。 ” 。 ; 另外

,

在整个区域上溶质的质量之和总

是等于 M
,

即

`二
_

「一
d , 二 、

, , 、 。 ,

一 O

( 1 4 )

利用 oB lt z m o n 变换可求得这一间题的解为 (见文献② )

材
_

Z 尸 、
C “ r , ` ’ `

蔽蔽而不
~ e 盖 `,

、 一百万了/
( 1 5 )

对于一定的 D ,
,

, 对刀对的关系见图 1 ,

从图中看出
,

随着时间的延续
,

溶质

扩展的范围越来越大
,

而原点处的最大浓度却越来越小
。

( 1 5 ) 式对于扩散问

题的求解是非常基本的
。

(2 ) 纽加原理 由于方程 (1 2) 属于线性方程
,

因而我们可以利用亚加

原理从基本解 ( 1 5) 出发求出更多问题的解
。

设沿一直线 (取为
二 轴 ) 瞬时注

人一个线源
,

其单位长度包含的溶质质量为 。
。

把线源分割成具有微分长度

的小段
,

每一小段均可看作一个点源
。

由基本解 l( 5)
,

位于点 扩 处质量为

。 d z, 的点源对于任意点 x(
, y ,

z) 所产生的微分浓度为

片妙
倒防肥

D t dc .
切 d 二

,

8 (介 D 公) s /
2

e 兀 p 〔
- x Z + 夕 2 + ( z 一 二 ,

)

4D 沼 刁 ( 1 6 )

沿 二
轴积分便得线源间题的解

图
亡 ( x , 夕 , 名) = 竺

-

4 D t

e X p (
- x Z + 夕2

4D 沼
( 1 7 )

使用类似方 法还可以得到面源间题的解
。

设沿 yz 平面对单位面积瞬时注人的溶质质量为 解 ,

这样的 一个面源可以划分为与
z 抽

平行且具有微分宽度为 d厂的小条带
,

每一个小条带都可近似地看作 ~ 线原
,

由 ( 17 )式
,

它对任意点 ( x , 夕 ,

幻 所产生 的微分浓

度为 击
二 些兰匕

4才口 t

e X p

_ x Z + ( y , 夕
`

)
?

4D t
( 1 8 )

沿 夕轴积分便得到面源问题的解

。 (二
, ` ) = 一
兰生

。 x p

了 4才 D t

(一竺一、、 4D t /

( 1 9 )

公式 ( 17 ) 可用于某些二维间题的求解
,

公式 ( 1 9) 可用于某些一维问题的求解
。

(3 ) 映射方法 利用映射方法可以解一些带有简单边界的问题
。

如图 2 中的带伏

区域
,

一侧为
c 二 o 的定浓度边界

,

另一侧为隔水的边界
,

当中有一污染源
。

映射后叠加

( 17 )式便可得到这一问题 的解
。

其方法与解渗流问题时所用的方法完全类似
。

(4 ) 均匀流场 设沿
x
方向存在速度为 F 的一维稳定流动

,

取座标轴方向为扩散的

主轴方向
,

则均质各向异性的对流扩散方程为

李
+ ,

李
二 。 1 ,

典
+ 。 2 ,

典
+ 。 3 :

典口子 口 X 口才 U y
一

口男

( 2 0 )

令 Y 二 y丫 D l

l/ D : : , Z 二 二

丫 D l , / D 33 ,

再令 X 二 二 一 v t ,

即在以速度 v 运动的动座标系中进行观察
,

则方程 ( 2。〕可化为

( 2 1 )

图 2

此方程在形式上与方程 ( 1 2) 完全相同
。

』三 二
肠

:

了』兰 十』匕
+ 』兰 、

口t \ 刁X
`

a y ;
口Z 冰 z

由此可知方程 (2 0) 对于瞬时点源问题的解为

一

r.,产、之
、户亏.几

e X
夕

( x , 夕 , 万 , t ) 二
M

8 (打 D
i i 了) 3 / ?

n 22 0 0 3 ( x 一 F t )
2 + 刀 2 1

0
3 ,夕2 + D l z D

2 2 z ,

4 D i i D 22 D
3 , t

( 22 )

上述把各向异性变换为各向同性并利用动坐标系的方法是很有用的
。

(5 ) 连续注人 对于方程 ( 2 0)
,

我们来考虑连续注人的情形
。

设在原点处有一稳定的点源
,

每单位时间注人的溶质质

量为M
。

此问题可以看作一系列瞬时点源叠加的结果
。

按 ( 2 2 ) 式
,

可求 出在 t, 时刻
、

质量为 M d尸的瞬时点源对点 (二
, y .

幻产
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生的微分浓度女
,

然后对 t, 从。到
t积分

,

最终可化为 (见文献②)

应
_ _ _ _

, v 二 、 f l , R 、 。
.

, v , R 、 、

“
` ’ 少 ’ ` ’ ` ’ ~

~

百蔽面 r
. 仁` ” 、万瓦了夕 )

e x p 火1万不 ) L
王一 e T r

戈丁恶弃于
十万万弃于 ) J

、 、产 性 J̀ 声 1 1 ` 、产 , 门甲矛 1 1。

, 犷 尺 \ r二
,

, F , 及 \ 、 )
甲 e x P 毛一 一: 爪二 - - j l l 十 e r t 几~ 尸二二竺二二 一 - 吮二二二二二 , l 产

、 艺乙沪 t l j 、 、 2一百 石 二 / I n 万 , 尸 i
、产 呀 J护 11乡 、 尹 任 J夕 1 1矛 沪

( 2 3 )

其中 * 二 “ 一瓦硒不可五而石不花石瓦二厂
一

/ 订几又万不 这种把连续注人归结为瞬时。人的方法也是很有用的
。

以上我们简单地介绍了利用基木解 ( 15) 解对流扩散方程的方法
,

除此之外还可以利用变数分离
、

拉普拉斯变换等解法
,

《文献② )
。

下面我们 通过几个例子来说明水动力弥散问题的解法及其应用
。

一维水动力弥散向题

问应一
: 无限长砂柱中示踪剂的运移

。

设该砂往中存在着均均流动
,

达西流速为 q 二 二夕 ,
取流动方向为

x 轴的正向 , 初

始时
,

在
二 < 。一侧示踪剂的浓度为

: 。 ,

在二 ) 0一侧示踪 剂的浓度为匀
, , 这一问题的数学模型是

二

几器
一 v

会
(二

, 0 ) 二
e o , x < 0 ,

( x , 0 ) = c i , 叉 ) 0 ,

= 口 , , t ) O ,

( 2 4 )

( 一 co
, t ) 之

e o ,
c ( + 叱

, t )

公ù公戈,必盯一八口
护、̀了、

z
.

l
ee

/`、.t.̀̀、

初始的浓度分布可以看作瞬时的注人源
,

利用面源间题的解 ( 1 9)
,

位于点 x, 处单位面积所含示踪剂质量为 “ x, 的面源对动点

若二 二一 犷 t
所造成的微分浓度为

」 _
_

_
竺丝犷

“ ` 一
,

几
二二二二二二二 e x P

召 4介D 尤 才 {
(右一 x ,

)
2

4 D L宕
( 2 5)

其中
。 二 c0

,

当 x, < 。 , 。 = c1
,

当 x, 妻 。 , 对了 自一 oo 至
+ 。 积分得

r o

c 气x , 不 , ’
二共于蔽于 J _ “ x p

、产 兮 ,

“
产
` 咨

一

_ (右一 x ,
)

2

4 D 乙才

d x , +
.

一一三七一一

了 4汀D 石 t

丁了
e X p

!
- (右一 戈 ,

) 2

4 D 乙 t
d x ,

= c o +
c l 一 亡 O

2

e r f ·

{
- x 一 F t

杯 4 D 乙 t

( 2 6 )

这就是问题一的解
。

向妞二
:
半无限长砂柱 (0 感 x < oo ) 中示踪剂的运移

。

设砂柱中存在着达西流速 q 二 。 v 的均匀流动
, 初始时砂柱中不含

示除剂
,
而当

t ) 。 时
,

柱端 ( 二 = 0 ) 处的浓度始终保持为
。 = co

。

这一问题的数学模型是

a
e _ 。 a Z亡 , ,

口
`

- 吧了- ~ J护 L - 全一李尸 一 犷 - 二 , ~ ~

口君 口劣
`

口戈

)
亡

{卿
’ 。 ,

当
。

分下!oot
,

_ _

I
c “ ” , 了, 二 ` o , ` 、 闪

, 不, = u ,
白 不多 ” ’

( 2 7 )

利用拉普拉斯变换可求得本问题的解为 (见文献② )

“ 苦 , ” 二

于
r x 一 F t 、

.

e 。

e r r C I

—
】 十

一k 。
_

/下二丁 夕 2
` V

乙目沙
石

少

1 v x 、
`

厂 罗+ 砂_ 勺
e x l ,

气下牛尸 )
e T I c

l 一一一二二二 1
几 J ,

二
,

、 ,
`

/ J】
. 记 尹

` 日 、尹 月̀ 户 J泳护

( 2 8 )

在上式中
,

当
r
较大时

,

右端第二项可忽略不计
。

于是 得

。 (二 : , ) z
。 。 二 一

兰一 f
了 2汀 分

二 一 ` 7 , e x 户〔 一 护〕d刀 ( 2 9 )

亿 Z D 二 t

对于给定的
` ,

上式关于动正态分布 卜 N

少母竺〕
,

其数学期“ , 和方差 “ 分别为

房 = V乙 , 叮 二 训 ZD 口 ( 3 0 )

正态分布函数 叹
~

气井〕的一个经典性质是
、 〔 , 〕刽

,

84 ,

从
一 1〕“

. 16 ,

按照这一性质
,

对于固定的时刻
t ,

假若我们定义相对浓度c/ 勺 = 。
.

84 处的点翔
.

, 与相对浓度以
c。 , 0

.

16 处的点介
.

le之间的距离

为过渡带的宽度
。 ,

则 。 二 Za 。

根据室内试验资料我们可以绘出某一时刻
t
相对浓度随

二
变化的图

,

见图 3
。

一 5 9 一



0
.

8 4

从图上找到 勒
.

时和勒
.

切 ,

它们之间的距离就是过渡带的宽度
。 ,

子是得

叮 = 十 〔翔
.

柏 一翔
. 8 `

)
,

再利用 ( 3 0) 式即得

D L =

十
`X。

·
1。

一
, 2 ( 3, )

把它转换成在一个固定点
x 处计算的公式更为方便

。

令 ,0
.

: 。 和标
8 ;

分别

表示点 x 处的相对浓度达到 。
.

16 和。
.

84 的时间
,

则有

0
.

5七
翔

.

8 名 两
.

5
x0

.

16

D ` 二

合〔
` X 一 尸 , 。一 ) /识

濡
一 (刃 一 v , 。一 ) `了又瓜一〕

’ `“ 2 ,

0
.

1 6

使以。 。 ” 50 %的点二 .0 :

总是以平均速度 v移动
,

所以 x .o : 二 内 .0 。 。

通常过

渡带的宽度和砂柱的长度相比甚小
,

所以 (3 2) 式中的侧
`。 .

,。 和训 .0t
, `

可

近似地用训 .ot : 代替
,

从而有

图 3

还可以更方便地用测量砂往末端被驱替 出来的

积口 ” F t ,

所以 ( 3 3) 式可改写为

D L 二

上式 中的 ot
. : 。 ,

撬 ( 20
. 5 ` 一 t o

.
,。 ) ( 3 3 )

.0t
、 ,

.0t * 在砂柱的末端测量时上式仍然是近似成立的
。

流沐体积来代替对时间的测量
。

因为砂柱末端单位 横截面被驱替 出来的流体体

D 乙 卫三
吕U o

一 s
( U o . 。` 一 U 。一 。

)
2

( 3 4 )

式中刀
。 . : 。 , U 。 . : , U o

.
, `

分别是当砂柱末端相对浓度达到 0
.

16
, 0 . 5和 。

.

8 4时被驱替 出来的流体的体积
。

一
, ` , ` .

、 二 。 人 , 、 ,

一 。 。
,

、
, 二 、 , , L

~
工

~ , :

一 、 翻
.

~ 一
, 吮 二 。 。 ILL 0 a

c 。 ,
-

一 。 一 。
,

~ 一
四 一浓外俄认延以 才几伶纵四孙亘义尔拟

.

囚刀位 妙仕 少长骊划头阿
` ,召 开

.

求什力主
~

下甲 ~ 二 U , 月月小二论
碑

b P民仅阳 t 七 ,

U 刃

人们常用 ( 3 4 )式解释室

所以计算带有一定的

误差
。

我们已经编制了一个计算机程序
,

可以模拟室内试验的实际条件
,

并能根据实验的观测数据自动确定纵向弥散系数
。

二维水动力弥散问题

问题三
:

一维流场中示踪剂的二维弥散 (瞬时注人的情形 )
。

设在无限平面上存在 着达西流速为 q 二 , F 的一维流动
。

令

这个平面为 二夕平面并使
x 轴方向与流速方向一致

。 t ` 。时在原点处瞬时注人质量为 、 的示踪剂
。

这一问题的数学模型是
:

{ 口
` _ a “

二 _ 口
2。 _ _

。。

】一石厂 二 口石 气井万犷 十 口 ,
~

石丁了 一 F , ; 甲,

{
“

:
、 “

万
_

”

久
了y!

) 以
` , y ’ 口 , 一 U , 工 , y 而

V ,

。 ( 士戈
, y , 云 ) ” O , : 又x , 士 ”

, 才 ) = 0 , ￡) 0 ( 3 5

丁几丁几
从
一加 “ ”

、 tl
-

l"

若采用变换 y 二 , 、 / 。 习。 , ,

并在运动坐标系 、 = 二 一 脚 中观察
,

那么这一间题实际上就是前述的瞬时线源问题
,

故由 ( 1 7》

式直接得到它的解为

: (二
.

v
,

, )

一= 冷挂
二 。 x 下, (刃 一 F t )

。

4D L t
( 3卜; )

4介 t 了 D L D ,
4 D , t

忽略分子扩散
,

以 D L 二 a L F , 。 T 二 。 T F 代人上式得

_

叫
,

` 气刃 , y , 子 产 二 一 一 二二二二 二 e 盖里, ( 3 了)
1才 犷才斌 a L 终 T

(二 一 V 名)
2

4 a ` V t 吐“ , V

这一公式可 以用于拟合野外实验求弥散度 a 乙和 “ 二 。

文献④提出了下述方法
:

在试验场相距一定距离 〔一般不超过 1 00 米 ) 打

两排井
,

在盯线的井山 注水
,

在 N 线的井中抽水
,

经一定时间之后两线之间就形成了均匀而稳定的一维流动
,

见图 4 。

在中间

的井 B 对含水层每单位厚度瞬时注人 质量为脚的示踪剂
,

然后在N
。 ,

N
。 ,

N
6

等井观测示踪剂浓度的变化
,

典型曲线见图 5
。

这一实验的数学模型就是 ( 35 )
,

设 ( 义
,

y) 是一个观侧头的座标
, 。

(t ) 是这个观测头中示踪剂的浓度随时间 的变化
,

引进下列

无盘纲变数
:

,二 二 犷 , /。 : ; , 二 〔X
Z

/ a z Z + Y Z / a 石 a , 〕` 忍 ; : 。 = 广

/。
I n . z , ( 3 8 )

式中
,’ 。。 是 浓度的峰值

。

将它们代入到 ( 3 7) 式中得

· , ( ,斤 ) 二 * r二

一
,、

〔
一 ` 2

丈
` , ’

飞
任奋泥 产

〔 3 9 )

一 6 0 一



M
一

MZ M
3

M , M s M
6

M 7
M

s 4A
,

C 尸

从 从 Na 风 凡 从 玛 Ns 凡 100 2 00 50 0 10 0 0 t (小时 )

图 4 图 5

其中
,

* 二 , , ,

一
p

〔
` 2 + t君2 .

m a z

4君尸 *

一
, 〕 了夕

.

o a : 二
召 4 + 召 2 一 2 ( 40 )

( 3 9 )式只依赖于一个无量纲参数 a,

t份用对数尺度
。

C R

1 】, 艺 ,
.

ee es . 节才
- ~ 气汽二了尺万 , 夕

,

一

因此对不同的
`值可按 (3 9) 式绘 出一族标准曲线

,

见图 6
。

图中的纵坐标是 c , ,

横坐标

o i l 0

图 `

10 0 t 尸

将井 N
`的观侧曲线与 图 6 的标准曲线做

对比
,

可求出相应的
。 值

,

记为 吮
。

设

N
。的坐标为 ( X 。 ,

0)
,

则由 ( 3 8 ) 式得
` 5 二 x 汀a L ,

于是
a 二 二 X s

/
a 。 ( 4 1 )

再将井 N
4

的观测曲线与标准曲线对比
,

也可求出相应的
a
值

,

记为内
。

该N
` 的

坐标为 ( X
` , Y ` 》 ,

则由 (3 8) 式得

a , 二 Y o Z

/ “
, (“ 2 一 x

` 2

/“
二 2) ( 4 2 )

这种野外试验的精度较高
,

计算也比较

容易
,

但是需要投人专门的工作量
,

花费较大
。

另一种类似的试验是采用连续注人方法
,

下面给 出它的计算公式
。

问皿四
: 一维流场中示踪剂的二维弥散 (连续注人的情形 )

。

基本假定同上例
,

但设从
, 二 0 开始在原点处以速率 Q连续

住人含示踪剂浓度为 c0 的流体
。

因为连续注人可看作一系列的瞬时注人
,

故只须对时 I’q 进行积分
,

便可由 (3 8) 式求得本问题的

解为
。

卜亡 ( x , y , t ) 二
c 。
口

= 丝= 「
4 介了D 二D , .

e X I〕 士匕里竺
一 ~

2 二
一

1卫竺
4D 乙刀 4D r 刃声 刀

( 4 3 )

让 ,
砖二

,

可得到这一情形下的渐近浓度分布

e ( x , 夕 )
勺口

2汀 召D乙D r

/ r V 、 , ,

l 分 Z V ,

e X p 婉万石z “ 。

、万万丁 十

y Z F Z

4 D 乙 D ,
( 4 4 )

式中 K。
是第二类零阶修正的贝塞尔函数

。

借助于汉土什的越流井函数

广OO , 占 2 、 沙夕

冲 “ ` ’ 口 , `
J

。 e x p 、一 y ~ 几歹 /
一
丁

( 4弓)

并设 D 乙二 a ` 犷
,

D , 二 a r y ,

可将 ( 4 3) 式改写为

。 (二
, , , : ) = 一一三些=

4介 V亿 “ 乙“ r

二 p

(益 )
〔 “̀ `。

,
, , 一 津 `! ,

` , “
( 4 6 )

式中吞
2 二

二 2

4 0乙 2

+ 一一 2立一
4a L “ r

。
( 4 6) 式使用起来比较方便

,

有关渗流计算的书中列有越流井函数的表格
。

在文献④中利用无最纲

参数绘制了解 (4 6) 的标准曲线
, 可用于野外实验求 “ 二和。 , ,

但这种实验的花费太大
。

下述的径向弥散试验可利用原有的钻孔

进行
,

比较实用
。

径向水动力弥散问题

向肠五
: 无天然流速时示踪剂的径向弥散

。

设在水平
、

等厚
、
无限展布的均质

、

各向同性承压含水层中有一口完整井
,

井半径为.r
,

通过它以定流 t 口连续注人含示踪荆浓度为
c 。 的水

,

在无天然流速的条件下
,

井的附近会很快形成接近稳定的二

(下转第 53 页 )
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图 1 管式导流装里示意图 图 2 捅式导流装置

的回水阀门全 部打开
,

喷发生
。

12
.

起完钻具后
,

让主动钻杆里的气
、

水排 出
,

防止假

将粗 径钻具拖放至 机场地板上之前
,

应将取粉管内的热水抽去一部分
,

防止流出或溅出伤人
。

1 3 。

向孔内下降钻具时
,

钻杆上端应接上
“

实心蘑菇头
’ ,

防止下降钻具过程中钻杆上口喷 出热水
.

14
.

采用
`
一快二干

”
的操作方法

`
一快

,

即在 开降钻具时操作者的操作动作要快
,

以尽

鼠缩短接触热烫 钻具的时间 ; “

二干
”

就是保持 操作者的双

层手套干
,

手套湿后容易传热
。

15
。

保持机场良好地通风

可采取揭开机房周围帆布的方法
,

加强自然通风或采用

风扇排风
。

16
.

在防坍
、

防漏
、

防喷的倩况下
,

采用优质泥浆或加

重泥浆时
,

返回地表的高温泥浆要人冷却塔
、

加长循环槽
、

增加冷却池等办法进行冷却
。

17
。

有井喷的机场
,

要从塔上向塔 下安装安全 下降器
,

以

洪塔上工作遇到井喷危险时
,

能乘安全下降器离开钻塔
。

( 上接第 61 页 )

维径向流
。

此时通过以井为中心的任一半径为
r

的圆周的 通量均为

。 ~ 。 。 _

a五 ~
` , . 才、 O r

—
= 一 L 声

口r

( 4 7 )

式中K 是水力传导系数
, B 为含水层的厚度

。

由此式及达西定律可得平均流速为

, , , _ 、 _ 口 _ _ K 日几 _ 口 _ A
, 、 , , ~

一
- 一

- 一
~ ~

一
, n 口尸 2万 B n r r

( 48 )

其中 A = 口

2汀召月

,

以此代人方程 ( 1 1) 并忽略分子扩散便得到最简单的 径向流弥散方程

j 匕
~ = “ L 才 』兰 _ -

兰̀ 』匕
口考

r
口尸 2 尸

口r

附加的定解条件是
: c( , ,

o) = 0
,

当 , ) 、 , 以 , 。 ,
)t = co

,

以 ao
, t) 二 。 ,

对任意 t > 。 。

由于方程 ( 4 9 ) 的系数赖于
! ,

解带来困难
。

长期以来
,

这一简单问题只能靠数值方法或近似方法求解
。

直到 1 9 79年 T幼 g 等人才导出了它的精确解

⑧ )
。

他们得到的解是

( 4 9 )

所以给求

(见文献

:
(

, , , 》 z。 。 。 : 一

(二、
“ ’ 。 x r〕

(共习鱼丫
。, , 十 , : 十 , : )

、 r o , 、 乙“ L ,

( 5 0 )

其中 1 , ,

八
,

1
3

是包含几类贝塞尔函数的积分
,

依赖于 f,

了计算机程序
,

可用于拟合野外实验求纵向弥散度 “ 二。

子见参考文献①
。

、 , “ L和 A 。

因为表达式太长
,

在此从略
。

我们已为这一解析解编制

当存在天然流速时
,

需用数值解拟合野外实验
。

存在解析解的其他例
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