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摘要：笔者将!矩阵法应用于计算层状介质中轴对称柱面瑞利面波的频散函数，得到了六阶!矩

阵法、五阶!矩阵法、快速!矩阵法 ’ 种方法，很好地解决了高频数值精度丢失问题以及高频数值

溢出问题，并提高了计算速度，数值计算及工程应用验证了上述方法的有效性，且表明了这些方法

也完全适用于平面瑞利面波频散曲线的求取问题。
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由于瑞利面波传播距离远、信噪比大且在层状介质及其它复杂介质中具有明显的频散特

性，故利用瑞利面波进行人工地震勘探、工程无损检测是一种很有潜力的方法。$% 年代初，

-./0122 用矩阵方法对层状介质中瑞利面波的频散曲线的计算［!］奠定了利用人工地震面波信

号进行地质勘查、工程勘探、工程无损检测的基础。目前瑞利面波法已在工程中得到了广泛的

应用［" 3 &］，但有些问题还有待于进一步的解决和完善：第一个是瑞利面波频散曲线的提取问

题，第二个是瑞利面波频散曲线的正演问题，第三个是瑞利面波频散曲线的反演解释问题，其

中正演问题是研究的一大难题。

通常的正演问题是计算层状介质中瑞利面波频散函数，大量学者对此进行了研究，提出了

各种方法，主要有 4567/689-./0122 方法［!］、:;5<.=9>86?6@@ 方法［$ 3 A］、!矩阵法［+ 3 !%］、*=69B18.
法［!! 3 !&］、C4 矩阵法［!$］等。大多数方法是基于层状介质中的平面瑞利面波的频散问题，对层

状介质中的柱面瑞利面波的频散问题研究较少，而实际应用中，无论是人工地震勘探，还是工

程无损检测，大多采用垂直激振点源激发瑞利面波，这种面波用轴对称柱面面波模拟比用平面

瑞利面波模拟更为合适一些。为此，笔者采用层状、均匀、各向同性和完全弹性模型，在柱坐标

系下，利用位移应力在各界面处连续及自由表面边界条件和无穷远处的辐射条件，得出了层状

介质中轴对称柱面瑞利面波的频散函数，并用!矩阵法［!)］进行了改进，得到了六阶!矩阵法、

五阶!矩阵法、快速!矩阵法 ’ 种计算层状介质中轴对称柱面瑞利面波的频散函数的方法。

这些方法可以避免计算瑞利面波频散函数时常出现的高频数值精度丢失问题以及高频数值溢

出问题，而且计算速度快。数值计算及工程应用验证了方法的有效性，且表明了它们也完全适

用于平面瑞利面波频散曲线的求取问题。
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! 层状介质中轴对称柱面瑞利面波的频散函数

考虑界面平行的均匀各向同性完全弹性层状介质模型，其中第一层上界面为自由表面，第

! 层为半空间，设每层均为固体介质。引入柱坐标系（ "，!，#），" 轴与各界面平行，# 轴垂直

指向介质内部。对于频率为"，水平相速度为 $ 的轴对称柱面瑞利面波，考虑轴对称柱面瑞利

面波的特点，引入势分解，由求解弹性动力学问题的纳维方程以及本构方程得
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其中
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以上（!），（&），（*）式中，5"，5!，5#，%"#，%!#，%##为位移应力矢量在柱坐标系下各分量，"（!）
# ，"（!）*

#

为第一类零阶汉克尔函数及其导数，-，/，1，2，3，4 为待定常数，’+ ! ’ $& )（&6&)），

’( + $& ) 6&(" ’ !，’) + $& ) 6&)" ’ !，&为拉梅常数，’ +" ) $ 为波数，6(，6) 为纵波和横波速度。

定义位移应力矢量 ! +〔5!，5&，.!，.&〕
,，其中
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设各层上下界面的位移应力矢量及势矢量为 $!，$!，%!，%!，则由（*）式可得到 $!+"%!，其中
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上式中，! !!""#，$ !!#"#，# 为各层介质的厚度。进而由（$）式可得到 !" ! %
% &!

#!$%"，其中

$ !

% ’ ’ & %
’ % & % ’
’ &! % ’
&!
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设下一层上界面处的位移应力矢量为 !"&，由界面处位移应力连续条件可得 !" ! %
% &!

#!$%"& ，

其中 ’ ! )*+,（%，%，%，%），% !"& ’"。令 ( ! %
% &!

#!$’，则得到第 ( 层上界面到第一层上界面

位移应力矢量的传递关系 !"（%）! (（%，(）!"（ (），其中 (（%，(）! (（%，-）(（-，.）⋯ (（ ( & %，

(），则由自由表面边界条件和无穷远处的辐射条件可得 )(（%，(）*
")#（ *）
")$（ *[ ]

）（(）

! ’，其中

) !
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令 ,（ -，"）! )12（ )(（%，(）*）， （%-）

则 ,（ -，"）即为所求到的层状介质中的轴对称柱面瑞利面波的频散函数，)12（,（ -，"））! ’ 为

频散方程。

- %矩阵法改进

为了简化计算，将每层对应的传递矩阵写为 ( ! #!$’ ’ %，则不影响频散方程的求根。对

任意矩阵 -，令它的二阶%矩阵为!-，例如 (，#，!，)，*，其二阶%矩阵记为"(，##，"!，$)，"*，则

由%矩阵的性质［%3］，我们可以得到

,（ -，"）+ )12（$)"(（%，(）"*）， （%.）

其中 "(（%，(）!"(（%，-）"(（-，.）⋯"(（( & %，(）， （%4）

$) ! [ ]’ ’ ’ ’ ’ % ， （%$）

"* !〔% 5!"!# !5!"!# *!#（% &!） *!"（! . %） .! .!"!# &!- &!/!0〕0。（%3）

相应的"( 矩阵各元素分别为

"1%% !〔23（% 5 4-）& -5（ 67 5 4-）& - 4〕’ %， "14% ! & 8（3-6 5 254-）’ %，
"1%- !（% & 23）（% 5 4）5 -5674， "14- ! 8（3-6 5 254），

"1%. ! &（25 5 3-6）8， "14. ! 8- -56，
"1%4 !（3- 5 257）8， "144 ! 8-23，

"1%$ ! &"1%-， "14$ ! &"14-，

"1%3 !〔-（% & 23）5 -5（ 67 5 %）〕%， "143 ! 8（3-6 5 25）%，
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!!!" #〔（"# $ "）$（" % $）$ %&（ ’( % $&）〕) *， !!’" # $!!!"，

!!!! # $ !"#$ % %&（ ’( % $!）% " % $!， !!’! #!!!’，

!!!& # $（"&$ % #%’）+， !!’& # $!!!&，

!!!( #（#%$ % "&(）+， !!’( # $!!!(，

!!!’ # $!!!! % +!， !!’’ #!!!!，

!!!) #〔（" % $）（" $ "#）% %&（ ’( % $）〕*， !!’) # $!!!)，

!!&" # +（"&( % #%$!）) *， !!)" #〔!（" $ "#）$! % %&（ ’( % $(）〕) *，
!!&! # $ +（"&( % #%$）， !!)! # $（"# $ "）（" % $）$ %&（ ’( % $&），

!!&& # +!"#， !!)& #（ $!"& % #%’）+，

!!&( # +! %&(， !!)( # $（#%$! % "&(）+，

!!&’ # $!!&!， !!)’ # $!!)!，

!!&) # $ +（"&( % #%）*， !!)) #〔（" % $!）"# $ %&（ ’( % $!）$ ! $〕*，
其中，$ #!，+ # " $ $，’ #!!

*，( #!!
+，"# ,-.,，# # ,-.-，% # ./0, )!*，& # ./0- )!+。

由（"&）式确定的算法称为六阶#矩阵法。其中!! 矩阵和!" 矩阵有以下特点

".! /".’ 0 1， （"2）

!!1! /!!1’ 0 +!〔1 " 1 1 " 1〕3， （"4）

!!! 2 /!!’ 2 0 +!〔1 " 1 1 " 1〕。 （"5）

由这些性质可以得到

3（ %，4）0 ##!#（"，5）"#， （!1）

其中，

## # 1 1 1 1 "[ 〕，"# # "." ".! ".& ".( ".[ )〕
3， （!"）
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!!!" !!!!! 6 +! !!!& !!!( !!!)

!!&" !!!&! !!&& !!&( !!&)

!!(" !!!(! !!(& !!(( !!()

!!)" !!!)! !!)& !!)( !!
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。 （!!）

由（!1）式确定的算法称为五阶!矩阵法。与六阶!矩阵法相比，显然五阶!矩阵法大大

地减小了计算量，但是不是计算量最小呢？研究发现，（!1）式中的矩阵运算可由各层对应的矩

阵依次对矢量进行迭代运算来实现，由此得到了计算量更小的快速!矩阵法。具体的迭代程

序如下。

" 7给出迭代初始值：8" # .#" ，8! # .#! ，8& # .#’ ，8( # .#& ，8’ # .#( 。

! 7从第 5 $ " 层到第 " 层依次进行迭代，每次的迭代过程为：

8" # 8" ) *，8& # *8&；
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!! " "! # $"$ # "%， #! " $%!! & &’!$ # $’!% & %&!’，

!$ " # ($ "! & $ ("$ & "%， #$ " &’)*!! & $%!$ & %&)!% # $’*!’，

!% " +"’， #% " $’*!! # %&!$ & $%!% & &’*!’，

!’ " +"(， #’ " # %&)!! & $’!$ & &’)!% & $%!’；

!( " # ("! &（! & (）"$ & "%；

"! " #! # #$ & $!(，

"$ " (#! # #$ &（! & (）!(，

"% " # ($ #! & #$ # $ (!(，

"’ " +#%，

"( " +#’。

% ,取最后一次迭代后的 "% 为频散函数的值。

至此，我们得到了计算层状介质中轴对称柱面瑞利面波频散函数的 % 种!矩阵法。

% 数值稳定性分析

计算瑞利面波时，通常出现的问题是高频数值精度丢失问题。例如，用 )*+,-.. 方法计算

平面瑞利面波频散函数时，往往只能在低频范围之内有效，超过某一频率后出现了严重的数值

精度丢失问题。这是因为计算中存在一些大数量级的量，在理论上它们应相减消去，但在数值

上因误差积累却不能消去。例如，在计算频散函数时，如果 & 小于某层的横波速度，则此层对

应的 ! 矩阵的元素将含有 -，.，- # !，. # !，其中，- " -//!00，. " -//!10为频率的指数函数。若用

)*+,-.. 方法计算，频散函数最后可以表示为 1! 1$ # 1% 1’，其中：12 为 -，.，- # !，. # !的线性组合，

故频散函数为两组 -$，.$，- # $，. # $，-.，-. # !，.- # !，. # ! - # !，! 的线性组合的相减运算，理

论上含 -$，.$，- # $，. # $的项应该相减消去，但数值上由于其系数的误差积累而不能互相消

去，导致了相当大的数值误差，大大影响了频散函数的求取精度，特别是当频率很高时，将出现

灾难性的数值计算结果，如图 ! 所示。本文的!矩阵法则可以避免这一现象，因为频散函数仅

为 $%，&’，$’，%&，! 的线性组合，即仅为 -.，-. # !，.- # !，. # ! - # !，! 的线性组合，故其数值稳

定性很好，如图 $ 所示。

计算瑞利面波频散函数时还会出现高频数值溢出问题，因为，如果 & 小于某层的横波速

度，在很高频率时，-，. 的值可能超过计算机的最大数限，出现数值无穷大，使计算不能顺利

进行。在本文所述的 % 种!矩阵法中，为实现无限频计算，我们在 -. 的值接近数值无穷大时，

引入了简化程序，即将线性组合 /!$% & /$ &’ & /%$’ & /’ %& & /( 用 /! & /$ & /% & /’ 代替，代替

后不影响频散方程的求根，如图 % 所示。

表 ! 模型的各参数值

层序号 30 2（3·+# !） 31 2（3·+# !）"2（,4·3# %） 厚度 2 3

! (555 %555 %555 (
$ %(55 $555 $655 $
% 7555 %(55 %(55 8

注："为介质模型密度

故本文的方法可以很好地解决高频数值精

度丢失问题以及高频数值溢出问题。

’ 数值计算及工程应用

笔者对某 % 层介质模型进行了瑞利面波频

散函数的数值计算。模型参数值选取见表 !，

频散函数数值计算结果见图 ! 9 图 %。
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在图 !，图 "，图 # 中横轴表示频率，纵轴表示瑞利面波相速度，黑、白区域分别对应频散函

数取正、负值的区域，频散曲线即为相邻黑白区域的交界线。图 ! 是用 $%&’()) 方法计算的平

面瑞利面波频散图，在频率约 * +++ $, 时出现了数值精度丢失问题。图 "、图 # 是用本文的 #
种!矩阵法计算的轴对称柱面瑞利面波频散图，成功地避免了数值精度丢失问题，图 # 进一步

说明了本文方法可以实现更高频率甚至无限频时轴对称柱面瑞利面波频散函数的计算。

图 ! 用 "#$%&’’ 方法计算的平面瑞利面波

在 ( ) * %"+ 频率范围内的频散

图 , 用本文方法计算的轴对称柱面瑞利面

在 ( ) * %"+ 频率范围内的频散

图 - 用本文方法计算的轴对称柱面瑞利面波在 ( ) ,( %"+ 频率范围内的频散

比较图 ! 和图 "，我们还发现轴对称柱面瑞利面波与平面瑞利面波的频散特性似乎完全

一样，事实上，在界面平行的层状介质中，无论是平面瑞利面波还是轴对称柱面瑞利面波，其频

散方程的推导均利用到了而且仅利用到了位移应力场的纵向变化特性，而对于平面瑞利面波

和轴对称柱面瑞利面波，它们的这种特性完全一样，故两者的频散特性应该完全一样，所以本

文的方法也完全适用于平面瑞利面波频散曲线的求取问题。

对于表 ! 确定的模型，我们在 -./01 机上用 2%3)%4/ 5 # 对各种方法进行了反复计算，发现

本文的方法不但数值稳定性好，而且计算速度也很快，特别是本文的快速!矩阵法，其计算速

度是 $%&’()) 方法计算速度的 " 倍以上，如表 " 所示。
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表 ! 各种方法计算耗时比较

方法
!"" # !"" 个点

计算时间 $ %
!"" # &"" 个点

计算时间 $ %
&"" # !"" 个点

计算时间 $ %
&"" # &"" 个点

计算时间 $ %
’(%)*++ 方法 ," -! -" !&&

六阶!矩阵法 ,. /! /! !0,
五阶!矩阵法 &, 0- 0/ 10
快速!矩阵法 !0 ," ," -"

另外，我们将本文的方法及 ’(%)*++ 方法应用于实测瑞利面波频散曲线的反分析，对于某

地下车库地面，用长江工程地球物理勘测研究院研制的 23"型岩土工程质量检测仪对其进行

瑞利面波法测试，对于提取的频散曲线，用本文的快速!矩阵法及 ’(%)*++ 方法分别进行频散

曲线的反分析，发现快速!矩阵法的计算速度也是 ’(%)*++ 方法的 & 倍以上。

. 结束语

笔者在柱坐标系下，求解了层状介质中轴对称柱面瑞利面波的频散函数，并用!矩阵法进

行了改进，得到了六阶!矩阵法、五阶!矩阵法、快速!矩阵法 , 种计算层状介质中轴对称柱

面瑞利面波的频散函数的方法。该方法可以避免计算瑞利面波频散函数时常出现的高频数值

精度丢失问题以及高频数值溢出问题，而且计算速度快。数值计算及工程应用验证了该方法

的有效性，且表明了其也完全适用于平面瑞利面波频散曲线的求取问题。
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