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用等厚薄层权重自适应迭代阻尼

最小二乘法反演瑞雷波频散曲线
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摘 要!笔者在前人工作基础上提出的等厚薄层权重自适应迭代阻尼最小二乘法!能有效地解除对初始模型的依
赖"理论模型与实际资料试算结果表明!用该算法对瑞雷波频散曲线进行反演!具有稳定性好#精度高#分辨能力
强的特点!并能自动分层和反演地层参数"
关键词!频散曲线$自适应迭代阻尼因子$最小二乘法$权重矩阵$反演算法
中图分类号!/+$?(@!!!文献标识码!5!!!文章编号!?***ABC?B""**$#*$A*"?"A*D

!!横波速度与岩土力学参数密切相关%?&!因而是
工程地质勘察中的关键参数"而反演瑞雷波频散曲
线是获取横波速度的有效途径!同时亦可获取地层
厚度!进行地层划分%"&"由于瞬态瑞雷波勘探具有
轻便#快捷#高效#分辨率高等优点!因而近年来倍受
关注"
对于瑞雷波频散曲线的反演!前人做过大量的

研究工作"如半波长解释法#拐点法#渐进线法#’!
!:"!!:()#极值点法和近似计算法%$&!这些简单
反演法可靠性差#主观性强!只能粗糙地确定初始模
型"真正意义上的瑞雷波反演!是利用瑞雷波频散
曲线的正演计算公式来反演地层参数"E&FGH>等
人%@&提出了最小二乘反演法!它是利用频散曲线的
拐点分层初步确定初始模型和层数!同时反演横波
速度和地层厚度!但该方法严重地依赖于初始模型!
人为误差大!若初始模型选取不当将使反演结果很
差或得出错误的结果!甚至将使反演过程失败"9IH
等人%D&提出了利用面波反演近地表横波速度的有

效途径!拓宽了面波的应用领域"8JIJF等人%+&提
出了人工神经网络反演法’5))(!该方法的缺点是
计算时间长#收敛速度慢#反演精度低"1HGH>HKH
等人%#!B&提出了遗传反演算法’,5(!但该反演法也
存在占用内存多#译码运算量大#计算时间长#有效
基因丢失和早熟收敛等问题!尤其当反演层数较多
时!上述缺陷更为突出"
笔者在前人工作基础上!提出了等厚薄层权重

自适应%C&迭代阻尼最小二乘法"该方法独特之处
是将初始模型取为近似均匀半空间!根据勘探深度
和精度要求将地下介质划分为等厚薄层!并使其在
反演过程中不变!同时!将各薄层横波速度取为等
值!进而根据反演后横波速度的变化进行自动分层"
反演算法基于迭代阻尼最小二乘法%?*&及奇异值分

解’2%E(%??&的思想!引入权重矩阵提高分辨率!采
用自适应修改阻尼因子提高迭代效果!利用函数关
系约束#区间约束和固定约束来提高解的唯一性!同
时!等厚薄层的应用!提高了横波速度的反演精度"
在反演过程中!我们对正演算法%?"&进行了改进和优
化!有效地避免了高频数值溢出#有效数字损失等问
题!使上限频率提高到B***0L!并大大提高了运算
速度"

?!等厚薄层权重自适应迭代阻尼最小二乘反演法

!(!"反演方程的建立
层状介质中瑞雷波频散方程的非线性隐式形式

可以表示为

$’!:%!&%!!#!!$!!!"(M*!’%’?!"!*!((’?(
式中+&%是第%个频率!!:%是对应于第 %个频率的瑞
雷波相速度!!#M’!N?!!N"!*!!N)(

;是横波速度向

量!!$M’!O?!!O"!*!!O)(
;是纵波速度向量!!M’"?!

""!*!")(
;是密度向量!"M’#?!#"!*!#)(

;是厚

度向量!(为频率个数!)为地层层数"
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!!9IH等人研究结果表明!频散方程对密度和纵
波速度的变化不敏感!故反演时假定密度和纵波速
度已知!同时!将地下介质划分为等厚薄层!并使其
在反演过程中不变!于是方程’?(中的未知数个数
由@)A?个减少到 )个!大大减少了待反演的地层
参数!通过上述假设!则式’?(可以表示为如下函数

!:%’*’!N!&%(" ’"(
将’"(式中的!:%在初始值 !:%*处泰勒级数展开并取
一阶近似进行线性化得

!#$%!&! ’$(
式中!%是由函数*关于元素向量!N的一阶偏导数
所组成的 (S)阶雅可比矩阵!可用扰动法计算矩
阵%中的各元素!!#M!:A!:*是 (维瑞雷波速度

残差向量!#&M!NA!N*是)维横波速度残差向量"
根据8HFT=HFUV法!’$(式中的目标函数应兼有

方差项和模型长度项两项内容!同时!由于不同频率
处的相速度有不同的分辨能力和地层敏感性!因此!
在分辨率最大的频率段处的数据应比其它段被加

重!故定义目标函数$为
$’"%!&’!#""("%!&’!#"")%"!&"

"
"’@(

式中!")""是向量 +"的范数!(是权重矩阵!%
为正常数!其物理意义为阻尼因子"从而使反演问
题成为在约束条件"!&"#&下!寻求使目标函数
$极小的模型参数修正量!&为一小正数"利用
8HFT=HFUV法将该问题化简为

’%;%,%*(!&$+! ’D(
式中+*为单位矩阵!+M%;!#为)维向量"
!-%" 反演方程的解
我们采用奇异值分解’2%E(技术解’D(式!设

%的奇异值分解式为
%$,"-;! ’+(

式中+,和-分别为对称矩阵%%;和%;%之特征向
量组成的(S(和)S)阶特征向量矩阵!"是%;%
或%%;特征值之正根组成的(S)阶对角矩阵"将
’+(式代入’D(式得横波速度的修正量为

!&$-’"",%*(’?",&!# ’#(
!(’" 自适应迭代阻尼因子的应用
由’#(式可知!模型参数修正量与阻尼因子 %

有关!最佳的%必须满足尽可能小以获得解的最大
分辨率!同时应尽可能大以保证迭代收敛!使解稳
定!并且随迭代过程而变化"因此!笔者采用自适应
修改阻尼因子方法做反演"为了选取合适的阻尼因
子!可根据对称矩阵%;%来确定阻尼因子初值%’*(

%’*( ’$
)

.’?
%.."()! ’B(

式中!%’*(的取值范围为?W?*"
经过第 .次迭代!如果新解不能使目标函数收

敛!则应加大阻尼因子!一般可增大?-D倍$反之!若
经过第.次迭代使目标函数收敛!说明校正步长还可
以加大!即阻尼因子还可以再缩小!一般可缩小?"""
!-("最佳寻优步长的选取
在求得!&以后!并不直接用它来修正参数 !N!

而是以它作为寻查方向!沿此方向做一维寻优求目
标函数$的极小"首先计算$’!’*(N X!&(!若它 Y
$’!’*(N (!则将新的极小点近似解取为

!’?(N M!’*(N X!&! ’C(
否则!利用抛物线法求极小点最优步长

’’
$
)

.’?
/.!&.

$’!’*(N X!&(’$’!
’*(
N (,"$

)

.’?
/.!&.

"’?*(

若$’!’*(N X’!&(Y$’!
’*(
N (!则将新的极小点近似

解取为

!’?(N M!’*(N ,’!&" ’??(
如果此时目标函数仍然还不下降!则可用二分法分

别取0M’"!
’
""
!*!’

"#
!一旦其中某一 0值使 $’!’*(N

X0!&(Y$’!’*(N (式成立!则将新的极小点近似解
就取为

!’?(N M!’*(N X0!&" ’?"(
最多二分#次!若#次之后目标函数仍然不下降!则
认为!’*(N 已是 $的极小点"求出新的极小点近似
解!’?(N 之后!重复上述步骤依次迭代求出!

’"(
N !!

’$(
N !

*!!’/(N !直到达到精度要求为止"
!()"约束条件的应用
由于实际采集的频散数据的个数比较少!所以

为了提高反演解的唯一性!笔者采用函数关系约束#
区间约束和固定约束条件"函数关系约束是利用!O
与!N!!N与!:和"与!O之间的近似或统计关系!若
已知一个参数就可以近似估算另一个参数"区间约
束是利用给定的横波速度的变化范围!如果经过迭
代修正后的横波速度不在该范围内!则用逐次归位
法进行变换使其归位到约束范围!并保证迭代过程
的收敛"固定约束是根据勘探深度和精度要求!将
地下介质划分为等厚薄层!在每次迭代过程中不对
它修改!从而在深度约束下反演横波速度参数"
!-*"反演迭代过程的终止条件

)$?")
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反演迭代过程中可按下述标准终止迭代!一是
参数!N修正量的相对值小于某一正数 &?!二是计算
的理论值和观测值的残差平方和 1小于某一正数
&""

"!理论模型试算

用等厚薄层权重自适应迭代阻尼最小二乘法对

"W@层’含一个软弱夹层(#D层’含两个软弱夹
层(#+层等多个理论地质模型进行反演试算!在无
先验模型信息的前提下都能得到较好的反演结果!
下面给出算例"
%(!"’层介质模型
表?给出了$层地质模型参数!地质模型中 !/

取为$!N’下同(!密度分别取为?(B#?(CZ[\G
$"用

计算的理论频散作为观测值频散进行反演!反演时
迭代次数取为$*!阻尼因子和最佳寻优步长初值均
取为?!计算雅可比矩阵时自变量的微小扰动取为
?*A@!和分别取为?*AD#?*A@!求根步长取为?*A$!
求根精度取为?*A+’下同($在初始模型中每层厚度
均取为?G的等厚薄层’这里的等厚薄层具有相对
性(!并使其在反演中不变化!纵波速度和密度同原
模型不变’下同(!本例中将初始模型设计为 +层
’保证最大波长大于勘探深度(!每层横波速度均取
为?$*G[N!反演结果见表?"
表!"’层模型参数等厚薄层权重自适应迭代阻尼
最小二乘法及经典最小二乘法反演结果

模型参数 !N?[’G)NA?(!N"[’G)NA?(!N$[’G)NA?(2?[G 2?[G
理论值 ?**(** ?D*(** ""D(** ?(** "(**
薄层? ?**(** ?D*(** ""D(?"
薄层" ?@C(CC ""@(B"
薄层$ ""D("*
最终结果 ?**(** ?D*(** ""D(*D ?(** "(**
经典法初值? CD(** ?@*(** ""D(** ?(** $(**
经典法结果 ?**(** ?D*(*# ""D(?# ?(** "(**
经典法初值" C*(** ??*(** ""D(** ?(** $(**
经典法结果 C?(#* ???(#$ "$+(B+ ?(C+ ?(C@

!!由表可见!由于等厚薄层和权重矩阵的应用!提
高了纵向分辨率!并能自动分层!由 ?G处的 ?**

G[N突变到 "G处的 ?D*G[N!然后由 $G处的
?@C(CCG[N突变到@G处的""D(?"G[N$同时可以
看出!+层初始模型足以满足精度和分辨率要求"
由于减小了层厚对相速度的影响!从而大大提高了
横波反演精度"理论频散#初始频散及反演拟合频
散如图?所示"由图可见!理论频散与反演频散拟
合程度极高!拟合残差 1仅为*(*****@$由于将初
始模型取为近似均匀半空间!故其初始频散曲线近
似为一条直线’如图?中的虚线(!这也证明了改进
优化后的正演算法的正确性!同时可以看出!初始模
型的选取非常简单!仅为一条直线!不用根据拐点分
层!大大减小了对初始模型的依赖和人为误差!初始
模型中速度变化范围也给得相当宽’$*W$D*G[
N("本模型反演迭代B次!耗时约?*N’在/4DB+机
上("不同初始模型经典最小二乘法反演结果见表
?’!N范围为BDW"$*G[N!厚度范围为?W@G("由
表可见!经典最小二乘法的反演结果与初始模型的
选取密切相关"另外!采用笔者提出的反演算法!能
由粗到细地评价地下介质的速度结构"
%(%"*层介质模型
为进一步验证反演算法的稳定性和实用性!我们

又设计了+层地质模型"其模型参数#初始模型和反
演结果见表""理论模型中设计了"个?G的薄层是
为了检验反演算法对多层介质的分辨能力!反演时横
波速度范围取为B*W#D*G[N"理论频散#初始频散
及反演拟合频散如图"!理论频散与反演频散几乎完
全重合!反演结束时拟合残差1为*(*****?!迭代""
次!阻尼因子趋近于零"显然!根据图"中的频散曲
线由拐点法是很难分辨出层数的多少和"个薄层的
存在!而表"中的反演结果表明!本反演算法能准确
地分辨出层数和"个?G的薄层!且速度值也非常准
确!大大降低了相邻层的平均效应"拟合残差1之所
以比$层介质低是因迭代次数较多"

图!"’层模型的初始$理论和反演频散曲线""""""""""图%"*层模型的初始$理论和反演频散曲线

)@?")
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表%"*层模型参数下初始模型及等厚薄层权重自适应迭代阻尼最小二乘法反演结果

理 论 模 型 初 始 模 型 反 演 结 果

层 号 !N[’G)NA?( !O[’G)NA?( "[’Z)\GA$( 2[G !N[’G)NA?( 2[G !N[’G)NA?( 2[G
? ?D*(** @D*(** ?(C* ?(** $**(** ?(** ?D*(** ?(**
" ""*(** ++*(** "(** "(** $**(** ?(** ""*(** "(**
$ $**(** C**(** "(?* ?(** $**(** ?(** ""*(** ?(**
@ @D*(** ?$D*(* "("* "(** $**(** ?(** "CC(CC "(**
D D@*(** ?+"*(* "($* "(** $**(** ?(** @@C(CB "(**
+ +"*(** ?B+*(* "(@* ] $**(** ?(** @D*(?@
# $**(** ?(** D$C(#$
B $**(** ?(** D@*(*+
C $**(** ?(** +"*(**

表’")层模型参数下初始模型及等厚薄层权重自适应迭代阻尼最小二乘法反演结果

理 论 模 型 初 始 模 型 反 演 结 果

层号 !N[’G)NA?( !O[’G)NA?( "[’Z)\GA$( 2[G !N[’G)NA?( 2[G !N[’G)NA?( 2[G
? ""*(** ++*(** "(** "(** "D*(** ?(** ""*(*$ "(**
" ?D*(** @D*(** ?(C* ?(** "D*(** ?(** "?C(CB ?(**
$ $**(** C**(** "("* "(** "D*(** ?(** ?D*(** "(**
@ "D*(** #D*(* "("* ?(** "D*(** ?(** $**("$ ?(**
D @D*(** ?$D*(* "($* ] "D*(** ?(** "CB(@"
+ "D*(** ?(** "D?(@C
# "D*(** ?(** @@C(?@

%(’")层介质模型
上面举的是"个递增型多层介质反演实例’且

存在一个或多个薄层厚度("表$给出了D层介质
模型参数及初始模型和反演结果!其中含有"个?G
的低速软弱薄层!用以进一步检验本反演算法的可
行性和对低速软弱薄层的分辨能力!反演时横波速
度范围取为B*WDD*G[N"理论频散#初始频散及反
演拟合频散如图$!理论频散与反演频散几乎完全重
合!反演结束时拟合残差 1为 *(****@+!迭代 ?"
次!阻尼因子趋近于零"从表$中的反演结果表明!
本反演算法能准确地分辨出层数和"个?G的低速
软弱薄层!且速度值也非常准确"

$!实例分析

图@是在廊坊实测的瑞雷波频散资料%?&!频带

范围为?*W?**0L!??个频点!资料中"*0L和@*
0L的频点不可靠"用文中提出的算法对该测点进
行反演!初始模型取为C层!为了说明薄层厚度的相
对性和分辨率的提高!在第@#第D薄层处的厚度取
为*(?G!其余各层厚度均取为*(#G$各层速度均
取为?$*G[N"速度范围取为?**W?+*G[N!反演迭
代用了B次"初始频散和反演频散见图@"对比经
典最小二乘法法和遗传算法的反演结果’表@(!发
现$种方法的地质解释基本一致"不过经典最小二
乘法的反演结果受人为因素影响大!对初始模型的
要求严格"而同样要求下遗传算法的计算时间大约
是等厚薄层权重法的 @倍!此外!还要事先假定层
数!并给定各参数的搜索范围"从曲线的拟合程度
来看!经典最小二乘法法的拟合残差为*(*@@B!遗
传算法的拟合残差为*(*@""!而等厚薄层法的拟合

图’")层模型的初始$理论和反演频散曲线"""""""""""图("实测$理论和反演频散曲线""

表("实测频散曲线等厚薄层权重自适应迭代阻尼最小二乘法及经典最小二乘法和遗传算法反演结果

等厚薄层权重法反演结果 经典最小二乘法反演结果 遗传算法反演结果

层 号 !N[’G)NA?( 2[G !N[’G)NA?( 2[G !N[’G)NA?( 2[G
? ?$*(*B "($* ?$"(*@ "("@ ?$*(*C "(?D
" ?DC(*# ?D#("D ?+*(@D

)D?")

万方数据
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残差最小!为*(*@??"

@!结论与建议

大量理论模型和实际资料的试算结果表明!本反
演算法是一种计算上比较现实的最新瑞雷波频散曲

线反演方法!由于改进和优化了正演算法’同时计算
C个@层地质模型!在/4DB+上用时约*(DN%C&(和减
少了待反演的层参数!所以反演速度较快!且能自动
分层$权重矩阵的应用提高了分辨率!自适应迭代阻
尼因子的应用改善了迭代效果和解的稳定性!等厚薄
层的应用提高了反演精度和纵向分辨率$同时使初始
模型的选取变得极为简单’为近似均匀半空间的一条
直线(!大大放宽了横波速度搜索范围!从而避免了经
典最小二乘法对初始模型较严格的要求!又克服了人
工神经网络反演的收敛速度慢#精度低和遗传算法占
用内存多#译码运算量大#计算时间长’进行高达?*D
次正反演计算%B&(的弱点"
本算法本质上仍然是基于拟合观测数据的!若

测点的观测误差太大!则可能使反演结果很差!因
此!客观上要求提高观测数据的精度"当精度和分
辨率不可兼得时!可以根据侧重程度取最佳折中解"
本研究得到肖柏勋博士#顾汉明教授#张学强教

授#夏江海博士的指导和支持!在此表示衷心地感谢,
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切波速度结构%<&(地球物理学报!?CCC!@"’$(+$C$A@**(

%$&!刘云祯!王振东(瞬态面波法的数据采集处理系统及应用实例

%<&(物探与化探!?CC+!"*’?(+"BA$$(

%@&!E&FGH><!-‘I>Z8()=GJFI\H’I>aJFNI&>&bNJINGI\N=FbH\J‘HaJ

UINOJFNI&>UHVHH>U4F=NVQ8H>V’JNVF=\V=FJI>V_J)J‘1&FKA

OJ>>N̂’>aH>IHHFJH%<&(<,J&O_̂N:JN!?C+"!+#+D""#AD"@?(

%D&!9IH<!8I’’JF:E!/HFK4c(-NVIGHVI&>&b>JHFAN=FbH\JN_JHF

‘HaJaJ’&\IV̂ d̂ I>aJFNI&>&b:Ĥ’JIZ_‘HaJ%<&(,J&O_̂NI\N!
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