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摘要：目前广泛应用于工程、环境、水文等领域的探地雷达跨孔层析成像技术具有分辨率高，探测范围广，得到的

图像结果直观，便于工作者分析地下地层结构等特点。层析成像的关键在于解系数矩阵为大型稀疏矩阵的方程

组，笔者采用LSQR算法。此方法具有速度快，对不适定问题数值稳定以及从迭代过程很容易求得数值分析的数值

的优点，用其解大型稀疏矩阵方程组得到的的结果清晰可靠，在各种层析成像中LSQR算法得到了广泛的应用。
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跨孔测量方式是钻孔雷达测量方式之一，其主

要作用是用来做层析成像(computerized tomo—

graphy，简称“CT”)，它是20世纪80年代末出现的

一种新型地球物理探测技术，是医学CT技术在地

学中的推广，国内简称CT探测⋯。cT探测技术具

有分辨率高，探测范围广，得到的图像结果直观，便

于分析地下地层结构等特点，广泛应用于工程勘察

与检测、金属矿藏、油田、工程和水文地质、环境等领

域的研究中。近年来我国在跨孔层析成像仪器、方

法、算法和软件方面取得重要进展。该技术归根结

底是解线性方程组的问题，目前进行层析成像的迭

代算法有：反投影技术(BPT)、代数重建技术

(ART)、联合迭代重建技术(SIRT)、共轭梯度法

(CG)、最小平方正交分解法(LSQR)等。BPT、ART

和SIRT是20世纪70年代初的方法。BPT方法计

算简单、快速，但分辨率低，ART法速度快但有时不

收敛，SIRT方法迭代收敛性好，收敛速度快，但占用

计算机内存较大，计算成本高担1。LSQR是目前常

用的方法，在迭代过程中，它只涉及到非零元素，占

有用存贮空间少，运算速度快，特别适于求解系数为

大型稀疏矩阵的方程组，与其他迭代方法相比，在解

奇异或病态问题时，LSQR显示出更快的收敛性及

更好的可接受的结果。因此，LSQR被广泛地运用

于地球物理层析成像反演。3 J。

1原理

在做跨孔雷达层析成像时，可利用射线走时信

息，得到的是电磁波在研究区的速度特征，称为速度
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层析；也可利用振幅信息，得到的是电磁波在研究区

的衰减层析。

1．1速度层析原理
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图1层析成像原理示意

设图1为某一地段的2个井孔，假定在左端井

孔放置发射天线，右端放置接收天线，且接收的是电

磁波的穿透直达波，假定在速度差异较小介质(小

于10％一15％)中电磁波以直线传播，则传播时间

可用速度的倒数(即慢度)的线性积分来表示，对每

条射线都有
， 1 ’

正2 J赤ds 2 Jc(z)ds。
对断面作均等剖分，横向依缸长度分割为肘

个网格单元，纵向依△y长度分割成Ⅳ个网格单元。

设：激发点的序号为i=1，⋯，N；接收点的序号为．『

=1，⋯，Ⅳ；每个激发点与接收点均在网格边线的中

点上；网格单元序号为k=1，⋯，K(K=M×N)，设

每一格网格中的波的速度(或慢度)为一平均值C。，

则可得到
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《=∑￡《cI，

式中，《为第i点激发时，在第．『点接收到的波的走

时；k为第i点激发，第，点接收时射线通过网格单

元k的路径长度；c。为第k个网格单元的慢度。

当i为某一定值时√可取遍l一Ⅳ，即得Ⅳ个下

式所列方程，构成1个方程组
M×N

t：=∑￡：c。
k=1

_il，×N

t；=∑￡：c。
k=l

也可写成矩阵形式Ti=LiC，其中，t表示第i点激

发时，得到的_『个走时形成的矩阵，是观测值；厶表

示第i点激发时所有射线的所有段元形成的矩阵；C

表示所有网格中波传播速度形成的矩阵，是待求量。

当i从l取到J7、r时，则可得到一个M×N个方

程的方程组，以矩阵表示为T=LC。在速度层析

中，要对该式求解，并将其转化为1个M×N的矩

阵，并以灰度或彩色图像显示出来。

1．2衰减层析原理

在做衰减层析成像时，幅度不能从线性积分直

接获得，但通过取对数，问题就可变成线性层析成像

反演。探地雷达发射的一般是球面波，因此电场幅

度随距离的衰减可表示为

E：c1“(0)型型，
‘

r

式中，c，表示天线辐射功率的1个常数，a(0)为天

线的指向性，OL为介质衰减常数，r为电磁波的传播

距离。实测的射线振幅E，应取决于发射天线和接

收天线的指向性增益，如接收天线和发射天线辐射

模式相同，则E，满足

E，：—Eoexp(—-ar)a(以)仅(8，)，．一 U、t，．，U、I，．，‘
r

式中，tY3"为沿射线方向电磁波振幅的衰减总量；E。

是与系统有关的归一化常数H1；a(0。)、a(研)分别

为发射天线和接收天线的方向性增益；r为电磁波

的传播距离。假设传播为远场传播并且用的是偶极

天线，则有

E，：—Eoexp(—-ar)sin(B)Sl‘n(口，)，．=一sl l F．J 【6『．)．

对上式取对数，整理得

r，、， ．‰sin(0。)sin(0，)
甜5

J。atx)ds
2 In——面_’

工
7

式中，sin(Ot)是偶极发射天线的辐射模式；sin(0，)

是接收天线灵敏度函数；晚和0，分别是接收天线与

发射天线和射线路径之间的夹角。

与速度层析相同将断面分成若干网格单元，线

性积分通过求和来计算，仍假定射线为直线，则有
肼

di=∑Guq，

式中，G。为第i条射线在第J个单元中的长度；6f为
第J个单元的衰减系数。解出此方程组，即可得到

各单元内的衰减系数，从而了解地下介质的情况。

由于待解方程组中系数矩阵都是大型的稀疏矩

阵，方程通常不是适定的，无法求得精确解，所以求

解时常使用迭代的方法，笔者使用LSQR算法。

2算法

2．1系数矩阵的求取

从原理中可看出，求取射线穿过网格所形成的

稀疏矩阵是解方程组前的一个重要步骤。系数矩阵

的求取关键在于判断1条射线与2条相邻纵向线的

交点的位置关系，以此来判定网格内是否有射线经

过，以及射线经过网格时，网格中段元的长度。由已

知的发射点和接受点的坐标，可得出每条射线的斜

率及方程，即可求出每条射线与纵向线的交点坐标。

图2即为两相邻交点的位置关系。

辑斡瑶母基基
a一两交点相等；b--两交点在一个网格内；c、d一两交点分别在相

邻的网格内；e、fm两交点分别在不相邻的网格内

图2 1条射线与2条相邻纵向线交点的位置关系

通过比较以及交点的纵坐标值可以确定射线通

过的网格号，以及网格内射线的长度。每条射线都

用此方法来确定，即可求出每条射线穿过各网格的

长度，从而求出系数矩阵。

2．2 LSQR算法

在求出系数矩阵后，即可用LSQR算法解线性

方程组。LSQR方法是Paige和Sanders在1982年

提出的，它是利用Lanczos迭代法悼1求解最小二乘
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问题的一种方法。LSQR方法具有计算量小的优

点，并且能很容易地利用矩阵的稀疏性简化计算，因

而适合求解大型稀疏问题。

方程Ax=b的最小二乘问题rain 0 Ax=b II：可

以通过双对角化来求解。假定Uk=[“l'．一，‰]和

K=[t，。，⋯，％]是正交阵，且曰。为如下的(k+1)×

k的下双角阵

BI=

al

卢2a2

●●●

●●●

●●●

at

风+l

用下列迭代方法可实现矩阵A的双对角分解

卢1Ⅱl=b，al移l=A1“11

展+l=Avi—a溉 }i=1，2，⋯

仅i+1舻i+l=A1口i+1‰
J

其中，ai≥0，晟≥0。使0 Hi 0 z 0 13i II z 1，上式又

可写成如下形式

rUk+l(卢1e1)=b

{AK=U㈨B^

LA’玑+l=K曰：+a^+1％+leT+l
其中，eT+l表示儿阶单位矩阵的第k+1行，再设

菇I
2 Vkyt，k 2 b—Ax^，t“．1 2厣lel—BtY^，

可以确定

吨=b—AxI=U‘+l(卢lel)一AVky^

=Uk+l(卢lel)一巩+1BIY^=Uk+lt川，

在满足给定精度时停止迭代。由于我们希望II“If

尽量小，且仉+。理论上是正交阵，取Y。使Il t⋯0最
小。解最小二乘问题min 1I卢。e。一B。Y。J|，这就构成

LSQR算法的基础[6]。LSQR主要步骤总结如下。

(1)初始化。卢l“l=bl，a1秒l=ATMl，

／／"／I=舻l，X0=0，≯l 2卢l，卢l=al

其中，b。、u。为m维向量，埘卜菇。为，l维向量，≯。、P—h

a。口。为实数。

(2)对i=1，2，⋯做以下各步。

(3)双对角化矩阵。①屈+，u⋯=Aui—ai毗，

②ai+1t7⋯=A1毗+1一屈+I耽o

(4)修改参数。①Pi=(雳+厨+。)∽，②c；=
卢，和i，③毛=屈+，勿，，④见+。=气a川，⑤卢。=一

俄 一 席一 一

ciOti+1，吲妒l=ci妒i，U pi+l=si妒i+1 o

(5)迭代求解。①茗；=戈¨+(妒i／pi)，②埘⋯=

q+l一(0i+l／，pi)。

(6)收敛判别。最简单的测试：当迭代次数增

加时，所求得的解没有明显变化即可停止迭代。

用LSQR法得出方程组解后，可将结果以灰度

图显示出，即可以直观地分辨研究断面的异常体。

3计算实例

以下是以一个5 x5的，网格间距为2个单位的

网格计算的实例。即假设将断面横向以2 m为间距

分割成五等分，纵向以2 m为间距分割成五等分，发

射点与接收点分别在左右边线在网格中间(图3a)。

从图3b看出，给出的模型在研究断面内有一块白色

电磁波慢度较高的异常区，用由此模型合成的时间

矩阵反演出来的成果(图3c)中在同样地方也有一

个电磁波慢度异常区，且图像与给出的模型图很接

近。说明跨孔层析成像技术能够反映地下地质体的

一些物性特征，可用于地下结构的分析。

用以上方法，将网格加密，如1个18×8的网

格，其网格、模型以及层析成像的结果见图4。图中

黑色为高速异常区，白色为低速异常区，可看出当网

格加密时，层析成像的效果更好些。

a一网格示意；卜模型；c一层析成像结果
图3 5×5网格的计算结果
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4结论

a一网格示意；b一模型；c一层析成像结果

图4 18 x8网格的计算结果

大学学报，2000，3

通过对上述模型的计算，可以得到以下结论。

(1)在进行跨孔雷达层析成像时，获得的数据

量较少，而未知象素较多，得到的系数矩阵通常是大

型的稀疏矩阵，因而方程组都是欠定的，甚至是严重

欠定的。在这种不利的条件下，运用LSQR算法进

行层析处理仍能获得较为满意的图像。

(2)在进行跨孔层析成像时正演网格的划分和

反演网格划分最好是一致的，且网格的划分不可以

过于稀疏或密集，否则都将影响层析成像的效果。

(3)用跨孔雷达层析成像的方法进行地下地质

地层结构勘测是方便可行的，因为利用这种方法可

以直观地反应地下介质的某些参数，如速度、慢度、

以及介质的吸收系数等，从而可以判断地下异常体

的位置。因此，此种方法是工程、环境、水文等领域

中的一种十分有效的勘测方法。
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A STUDY OF THE LSQR ALGORITHM FOR CROSS-HOLE TOMOGRAPHY

YANG Wei，LIU Si—xin，FENG Yan—qian

(College of Geoexploration Science and Technology，Jilin University，Changchun 130026。China)

Abstract：The key of the tomography lies in solving the equation group whose coefficient matrix is a large sparse one，and the LSQR al—

gorithm is used here．This algorithm has many advantages that other iterative methods dont have．The calculation instance has proved

that the results of the LSQR method are clear and reliable，and hence it has been widely used．

Key words：GPR；cross—hole tomography；LSQR algorithm
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