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摘 要：介绍了重力梯度张量，并将有限单元法应用于二维重力梯度张量的正演计算。为了验证有限元正演方法的

精度，对截面为矩形的两个二度体组合模型进行有限元正演模拟，结果表明正演曲线与理论曲线形态一致，拟合情

况好。通过对截面形状不规则、密度分块均匀的二度体进行正演模拟，说明有限元法可通过网格剖分来逼近不规

则目标体的边界，并对剖分单元赋予不同的密度值来实现对复杂二度体的重力张量的正演模拟。
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　　重力梯度张量测量测的是重力位的二阶导数
（Ｖｘｘ，Ｖｙｙ，Ｖｘｙ，Ｖｙｚ及 Ｖｘｚ），相比传统的重力场及重力
场垂直分量的测量，这些二阶导数具有更高的分辨

率，能够反映场源体形态的细节，且重力梯度张量各

分量之间的不同组合可以产生简单、易解释、更固

定、与场源的大小和形状更相关的独立于坐标的不

变量。

作为一种前沿性的重力测量方法，重力梯度张

量的应用前景非常广阔。重力梯度张量测量及数据

处理技术在国外已经开展了十多年，并取得了一定

的效果。目前国外最先进的重力梯度张量测量系

统———ＢｅｌｌＧｅｏｓｐａｃｅ公司的三维全张量梯度测量系
统ＡｉｒＦＴＧＴＭ（ｆｕｌｌｔｅｎｓｏｒｇｒａｖｉｔｙｇｒａｄｉｏｍｅｔｒｙ），可以
测量全部的五个独立的重力梯度张量元素，精度约

为５～１０Ｅ，空间分辨力约为０．５～１ｋｍ。国外重力
梯度张量的数据处理技术有 ＥｕｌｅｒＤｅｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎ
法［１］、三维正则化收敛（ｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄ
ｆｏｃｕｓｉｎｇｉｎｖｅｒｓｉｏｎ）法［２］等反演方法以及一维自适应

小波滤波技术［３］、二维功率和法则（２Ｄｐｏｗｅｒｓｕｍ
ｒｕｌｅｓ）［４］等去噪方法，它们都对重力全张量梯度数
据进行分析处理。重力张量数据的获取多是由实际

测量获得；或是把地下质量体划分成多个立方体元，

假设每个立方体元密度均匀，再对这些立方体元进

行正演计算［２］；或对垂向重力数据采用快速傅里叶

变换（ＦＦＴ）［５］，获取完整的重力梯度张量数据。
目前国内对重力张量的测量技术及相关数据解

释技术仍是空白。过去人们大多只对重力张量的单

个或多个分量，即重力位的二阶导数进行讨论，没有

把张量作为一个整体来研究。重力梯度的求解可在

空间域和波数域中进行。空间域主要是利用数值积

分方法求解重力场或重力场垂直分量，然后利用差

商［６］、样条函数插值法［７］计算位场的二阶导数，但

这些方法的计算精度受到一定的限制。波数域大多

采用傅里叶变换或是余弦变换［８］，利用谱分析原理

来实现，其理论较为完善，但由于函数的非周期因子

以及有限截断的影响，其应用范围受到很大的限制，

而且计算精度也不高。

有限元法作为地球物理数据正演的方法之一，

能真实地反映复杂情况下地球物理场的分布，是处

理不均匀介质和求解复杂边界形状问题的有效工

具。徐世浙［９］、蔡永恩［１０－１１］等人用不同的边界条

件来求解重力场及重力场的垂直分量，其结果都具

有较高的精度和计算速率。笔者尝试利用有限单元

法来对二度体的重力梯度张量进行正演模拟。

１　基本理论

重力梯度是张量，共有９个分量。由于在地球
外部，位场满足拉普拉斯方程 Ｖｘｘ＋Ｖｙｙ＋Ｖｚｚ＝０，以
及重力场的无旋性 Ｖｘｙ＝Ｖｙｘ、Ｖｙｚ＝Ｖｚｙ、Ｖｚｘ＝Ｖｘｚ，因此
重力梯度张量中只有５个分量是独立的［１２］。对于

二度体，假设地质体沿ｙ轴方向无限延伸，位场沿 ｙ
方向的导数为零，所以重力梯度张量可以写为下列

形式：

收稿日期：２００９－０７－２２；修回日期：２０１０－０４－２８
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ｇｚｚ＝
Ｖｘｘ Ｖｘｚ
Ｖｚｘ Ｖ( )

ｚｚ

， （１）

由于Ｖｘｘ＋Ｖｚｚ＝０、Ｖｘｚ＝Ｖｚｘ，因此二维重力梯度张量
中只有２个分量是独立的。

２　重力梯度张量的有限元正演技术

２．１　边值问题
重力位 Ｖ和重力异常 ｇ满足的边值问题如

下［９，１１］

２Ｖ＝－４πＧρ，
Ｖ（ｘ，ｙ，ｚ）｜Γ∞ ＝０，

ｇ（ｘ，ｙ，ｚ）＝－Ｖ／ｚ
{

，

（２）

式中：Ｇ是万有引力常数，ρ是密度差，Γ∞是无穷远
边界。

２．２　变分问题
与边值问题式（２）等价的变分问题为［９，１３］：

Ｆ（ｇ）＝∫
Ω
［
１
２（ｇ）

２－４πＧρｇｚ
］ｄΩ＋

１
２∫Γ∞

ｓｉｎ（θ－α）
ｒｓｉｎθ

ｇ２ｄΓ，

δＦ（ｇ）＝０










。

（３）

式中：Ω为计算区域，ｒ是地下目标体的质心至边界
点的距离，θ为 ｒ与水平线的夹角，α是边界外法线
ｎ与矢径ｒ的夹角（图１ａ）。

图１　有限单元计算区域（ａ）及三角形二次插值单元 ｅ
（ｂ）示意

２．３　有限单元法
从方程（３）解出的是重力场垂直分量ｇ，对ｇ求

导才能得到重力张量。为了提高计算精度，对计算

区域Ω采用三角单元的二次插值来求解。
２．３．１　单元分析

图１ｂ是一个三角形二次插值单元：１、２、３是顶
点，４、５、６是三角形边的中点。用三角形二次插值
单元对计算区域进行剖分，即：

ｇ＝
６

ｉ＝１
Ｎｉｇｉ。 （４）

式中：ｇｉ是三角形各节点上的重力异常，Ｎｉ（ｉ＝１，
…，６）为形函数，而且

Ｎｉ｜ｉ＝１，２，３ ＝（２Ｌｉ－１）Ｌｉ，　Ｎ４ ＝４Ｌ２Ｌ３，

Ｎ５ ＝４Ｌ３Ｌ１，　Ｎ６ ＝４Ｌ１Ｌ２。

这里，Ｌｉ｜ｉ＝１，２，３＝
１
２Ｓ（ａｉｘ＋ｂｉｚ＋ｃｉ），是ｘ和ｚ的线性函

数；Ｓ＝１２（ａ１ｂ２－ａ２ｂ１），是三角形单元的面积，其中

ａ１ ＝ｚ２－ｚ３，ａ２ ＝ｚ３－ｚ１，
ａ３ ＝ｚ１－ｚ２，ｂ１ ＝ｘ３－ｘ２，
ｂ２ ＝ｘ１－ｘ３，ｂ３ ＝ｘ２－ｘ１，

ｃ１ ＝ｘ２ｚ３－ｘ３ｚ２，ｃ２ ＝ｘ３ｚ１－ｘ１ｚ３，
ｃ３ ＝ｘ１ｚ２－ｘ２ｚ１，

（ｘ１，ｚ１），（ｘ２，ｚ２）和（ｘ３，ｚ３）是三角形单元三个顶点
的坐标。

通过网格剖分，把积分区域剖分为许多的三角

形单元，从而把式（３）中的积分分解为各三角单元 ｅ
上的积分。

计算各单元的积分

Ｆｅ（ｇ）＝∫ｅ
１
２（ｇ）

２ｄΩ＝１２ｇ
Ｔ
ｅＫ１ｅｇｅ， （５）

其中：ｇｅ是单元中的６个节点的 ｇ值的列向量，Ｋ１ｅ
＝（ｋｉｊ），ｋｉｊ＝ｋｊｉ，ｉ，ｊ＝１，…，６，而且

ｋｉｊ＝
△

Ｎｉ
ｘ
Ｎｊ
ｘ
＋
Ｎｉ
ｚ
Ｎｊ
( )ｚｄｘｄｚ。 （６）

设三角元ｅ内的密度ρ均匀，则

∫ｅ４πＧ
ｇ
ｚρ
ｄΩ＝ｇＴｅＰｅ， （７）

其中，

Ｐｅ ＝
４πＧρ
６ （

ｂ１ ｂ２ ｂ３ －４ｂ１ －４ｂ２ －４ｂ３）Ｔ，

ｂ１ ＝ｘ３－ｘ２，ｂ２ ＝ｘ１－ｘ３，ｂ３ ＝ｘ２－ｘ１，
ｘ１、ｘ２和ｘ３是三角形３个顶点的ｘ坐标。

如果三角形的边ｌ落在Γ∞上，则
１
２∫ｌ
ｓｉｎ（θ－α）
ｒｓｉｎθ

ｇ２ｄΓ＝１２ｇ
Ｔ
ｅＫ２ｅｇｅ， （８）

其中，

Ｋ２ｅ ＝
ｓｉｎ（θ－α）
３０｜ｒ｜ｓｉｎθ

ｌ

４
－１ ４
０ ０ ０
２ ２ ０ １６
０ ０ ０ ０ ０

















０ ０ ０ ０ ０ ０

，

ｌ为线段１２的长度。
２．３．２　整体合成

在每个三角元内，将式（５）、式（７）和式（８）相
加，再扩展由全体节点组成的矩阵或阵列，进而全部

单元相加，得

·９６６·



物　探　与　化　探 ３４卷 　

Ｆ（ｇ）＝Ｆｅ（ｇ）＝　　　　　　　　　

 １
２ｇ

Ｔ
ｅＫ１ｅｇｅ－ｇＴｅＰｅ＋ １

２ｇ
Ｔ
ｅＫ２ｅｇｅ ＝

 １
２ｇ

Ｔ
ｅ（Ｋ１ｅ＋Ｋ２ｅ）ｇｅ－ｇＴｅＰｅ ＝　　　

１
２ｇ

ＴＫｇ－ｇＴＰ，　　　　　　　　　　　　（９）

其中，ｇ是全部节点组成的列向量；Ｋ＝（Ｋ１ｅ＋
Ｋ２ｅ），Ｐ＝Ｐｅ。

对式（９）求变分，并令其为０，得线性代数方程
组

Ｋｇ＝Ｐ。 （１０）
解方程组，得各节点的重力异常ｇ。
２．４　求解二维重力梯度张量

求得ｇ后，根据插值公式
ｇ＝Ｎ１ｇ１＋… ＋Ｎｍｇｍ，

可以得到ｇ的导数［９］：

ｇ
ｘ
＝ Ｎ
( )ｘ

Ｔ
ｇｅ，　

ｇ
ｚ
＝ Ｎ
( )ｚ

Ｔ
ｇｅ。 （１１）

笔者采用三角形的二次插值进行网格剖分，则

Ｎ
( )ｘ

Ｔ
＝ Ｎ１
ｘ

…
Ｎ６
( )ｘ，

Ｎ
( )ｚ

Ｔ
＝ Ｎ１
ｚ

…
Ｎ６
( )ｚ 。

这样，求得各节点的重力异常 ｇ后，重力张量分量
Ｖｚｚ、Ｖｚｘ是分别对ｇ求ｚ方向和ｘ方向的导数而得出。
在一个单元内各节点的重力梯度按式（１１）计算，对
于相邻诸单元的公共节点，则用各单元求得的该节

点的梯度的平均值，作为该点的重力张量。

３　行性和精度验证

对两个二度长方体（沿 ｙ轴无限延伸）构成的
组合模型进行有限元正演模拟，对比理论曲线与正

演结果以验证该算法的稳定性和精度。

模型参数选取：两个矩形截面中心在地面上的

投影坐标（ｘ，ｚ）分别为（－５０，０）及（４０，０）；左边矩
形顶部埋深为３０ｍ，高度为５０ｍ，宽为６０ｍ；右边
矩形顶部埋深为６０ｍ，高度为４０ｍ，宽为４０ｍ。两
个异常体密度均匀，剩余密度为１ｇ／ｃｍ３（图２ｂ）。

图２ａ显示了两个矩形截面的二度体的理论结

图２　两个矩形截面二度体的Ｖｚｚ、Ｖｚｘ理论结果与有限元正演结果对比

果［１４］与有限元正演结果的对比情况。从图中可看

出，除了靠近边界的数据由于无穷远边界的人为选

取引起误差较大外，正演结果与理论曲线形态一致，

拟合情况好。而靠近边界数据的较大误差可以通过

相应增大计算区域来校正，但是计算区域太大，正演

计算所需的时间将增大，所以实际正演过程中可以

通过所需的数据量来决定计算区域的大小。

图２（ａ）中的Ｖｚｚ、Ｖｚｘ分辨出这两个目标体的存
在位置，其中Ｖｚｚ的两个极大值点分别对应两个目标
体的中心；Ｖｚｘ曲线存在四个极值点，为两对极大、极
小值点，分别对应两个目标体的左右边界。

４　不规则模型试算

模型参数选取：二度体的截面为不规则四边形，

·０７６·
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图３　不规则四边形截面二度体的Ｖｚｚ、Ｖｚｘ有限元正演结果

图４　不规则四边形截面二度体有限元正演计算的网格剖分

四边形的两组对边均不平行；二度体分成左右两部

分，剩余密度分别为 １、２ｇ／ｃｍ３。四边形截面的形
状、大小、位置及密度差异见图３ｂ，图中数字代表密
度差。

图４为该二度体有限元正演计算的网格剖分
图。本文中的网格剖分利用了大型通用有限元软件

ＡＮＳＹＳ所提供的强大的网格剖分功能，来实现二维
重力模型的非结构化三角形网格剖分。ＡＮＳＹＳ提
供了一个强大的网格划分工具栏，其中包括单元属

性选择、单元尺寸控制、自由划分与映射划分等网格

剖分中可能用到的所有命令，用户可以根据需要方

便地设置控制网格划分的参数。从图中可看出，剖

分网格很好地拟合了四边形二度体的边界，且在靠

近目标体的地方网格密度较大，远离目标体的地方

网格较稀疏。

图３ａ为不规则四边形截面二度体的有限元正
演曲线，可以看出有限单元法的通过网格划分及对

不同单元赋不同的密度值，实现对边界形状任意、密

度不均匀的复杂目标体进行计算。

５　结论

对两个二度长方体构成的组合模型进行有限单

元法的正演计算，证明该方法在重力张量正演计算

中的有效性。另外通过对截面不规则、密度分块均

匀的二度体进行正演，说明有限单元法可用来对复

杂目标体进行正演，为三维模型的重力张量正演提

供了思路。

有限单元法的最大优势在于可计算形状任意、

密度任意的复杂目标体。随着计算机技术的发展，

ＣＡＤ／ＣＡＥ的集成及ＡＮＳＹＳ等大型有限元软件提供
了强大的有限元建模及网格剖分功能，实现了有限

元在三维复杂模型中的正演计算。笔者把有限单元

法应用到重力张量的正演，通过有限元网格剖分的

性质，实现对形状任意、密度任意的复杂目标体的正

演，尤其是在网格不变的情况下，只要将不同单元赋

以不同密度值，很快就能计算出不同模型在整个空

间的重力梯度张量，所以有限单元法尤其适合于正

演拟合的重力梯度张量反演计算。
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