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摘要：为实现井一地激发极化数据的快速反演，分析三维有限元正演四面体网格剖分形成的系数矩阵的元素规

律，应用MsR非零元素压缩存储和ss0R．PcG方程求解技术，提高了正演执行效率。在正演基础上，利用J”obi一

矩阵与正演方程的简单关系，采用共轭梯度法求解最小二乘目标函数的模型修改量，避开J”obi”矩阵的直接计

算和存储，实现了三维井．地激电数据的分钟级快速反演。模型正演合成数据的反演结果表明，能基本再现已知的

模型。
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井一地激发极化法(简称井一地激电)是指井中供

电，地面观测的一种电法勘探方法，由于其供电点位

于地下，更靠近目标体，而在地面观测，观测方式灵

活、数据采集方便，所以在石油、矿产勘探等领域广

泛应用¨“J。然而，井．地激电受供电点位置影响

大，在供电点对应的地面附近，异常容易出现畸变且

特征复杂，定性解释难度大，迫切需要三维定量反演

解释技术。反演计算速度是决定三维反演方法实用

性的关键因素之一。针对井一地三维有限元法正演

算法，分析系数矩阵的元素规律，采用系数矩阵的

MsR非零元素压缩存储和sSOR—PCG方程求解技

术，实现了快速正演。三维反演中，利用Jacobian矩

阵A与正演方程的简单关系，避开A的直接计算和

存储，而仅计算A(A。)与向量的乘积等，应用共轭

梯度迭代技术(cG)实现三维井一地激电数据的分

钟级的最小二乘快速反演。

l最小二乘约束反演

1．1 目标函数

将视电阻率数据反演问题线性化，并加入光滑

约束和已知信息，构造最小二乘反演目标函数一。

嚷=0 W：(叫一A蜘)II 2+
1 w二(小一mo+△m)旷， (1)

式(1)右端第一项为常规的最小二乘项，第二项为

已知先验信息项，其中，△d为数据残差矢量；m为

预测模型向量；胍。为已知模型向量；A为偏导数矩

阵；w。为观测数据拟方差矩阵，既为模型加权矩
阵。

对目标函数式(1)中的△m求导，并令其等于

零，利用％、眠的对称性，得到线性方程组
(A1孵附+峨睨)砌=

A1峨％缸+睨睨(脚。一册)， (2)

写成迭代形式

肼“l=J露，+△J，霉=m，+(AT”0矸0A+w：H0)一·

[A7孵％埘+睨％(％一肼)]。 (3)

视极化率数据反演目标函数：

嚷=0 w：(叩。一A叩)0 2+0 w。(叼一'，o)|J 2，

(4)

吼为视极化率数据向量；呀为预测模型向量；’，。为

已知模型向量，其他参数与式(1)相同。对’，求导

并令其等于零，得到方程组形式

(A。孵附+帔帆)'，=A7孵％吼+醒眠‰。
(5)

由于A已经在电阻率反演中得到，因此只需很小的

工作量即可完成极化率反演。

1．2 CG迭代算法

常规求解式(1)反演问题，要先计算Jacobian

矩阵A，然后计算模型参数的改正项△m，不断修正
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模型，直到模型参数符合给定的精度。对于井一地

激电数据的反演而言，若有p个供电点，每个供电点

有凡个观测数据，反演区域有m个网格单元，A是

所有观测数据对各个网格参数求导，那么A的大小

为(p×m×n)2。对于三维反演而言，反演的网格单

元多，直接求取和存储A将耗费巨大的计算机资

源，几乎无法在Pc机上完成。zhang曾采用共轭梯

度(CG)迭代法求解改正项△m，避开A的直接求取

和存储”1，整个迭代过程仅需要计算乘积血和
A‘’，这样反演效率主要取决于三维正演和觚
(A。j，)的计算。

2有限元快速正演

2．1 四面体剖分有限元正演

井．地激发极化法点电源场电位满足方程¨3]

r V·(矿VⅡ)=一协(A) ∈．0

2 a∥抑=o ∈f (6)

【a∥an+u·eos(r，n)／r=0 E厂。

其中，f为区域』2的地面边界，J1。为区域n的地下

边界，n为边界的外法向方向，盯为介质的电导率，u

为电位。式(6)等价的变分问题为式(7)

y=吉

m)2』啊叫2删咖】加+
站⋯s(r川．u2／rd，，印’

6F(址)=0。

将积分区域n剖分成许多四面体单元，并假定单元

内电导率矿均匀，电位线性变化。式(7)对每个四

面体单元进行积分、求和，并扩展成由全体节点组成

的矩阵，令其变分为零，得线性方程组H41

砌=p， (8)

口是全部节点的H，组成的列向量，p是与点电源项

有关。计算中适当选取f。边界以满足齐次边界条

件，而近似忽略式(7)右端第二项无穷远边界积分，

这时置=∑E。解方程组(8)，得到各节点的电位。

设四面体单元e的4个角点编号为1、2、3、4，坐

标为(瓤，，，i，≮)，江1，2，3，4；则有

鬈。=(jId)=(b)=

南(嘶q+鸲+c。cf)， (9)荔慨q+6f吩+。‘勺)， p 7

f=，=l，2，3，4。

其中，y是四面体单元体积；口。、6。、q是与四面体单

元顶点坐标有关的常数，具体计算式为

毛 ，，l 毛 1

菇2扎≈ 1

扬 乃 ％ 1

缸扎缸 l

2．2 MSR矩阵存储和SSoR-PCG迭代求解

上面有限元法正演形成的系数矩阵K是对称、

稀疏矩阵，其中绝大部分元素值为零，但每行零元素

甜
孙
孙
甜

的分布和个数不同，与网格剖分和节点编号有关，通

常采用变带宽技术存储盖。例如，对直角坐标系中

网格节点(髫×，，×。)=(5×5×5)的三维四面体剖
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围l四面体网格剖分和系数矩阵下三角非零元素分布

分，网格节点个数为125，四面体单元个数为320，节

点编号遵循卜卅的坐标先后顺序，形成的系数
矩阵非零元素分布见图l所示，常规变带宽存储这

个下三角阵需要3 225个元素，而非零元素个数仅

有810个，可见非零元素存储较变带宽存储可大大

节省内存。网格剖分数越多，非零元素存储的优势

越明显。

MsR(modified spa瑁e row)是一种改进的行压缩

索引存储技术，该方法以行为单位，顺序存储系数矩

阵中的非零元素。考虑到在方程组的求解过程中，

系数矩阵对角线元素均不为零，且对角线元素的访

问和运算最频繁，所以把对角线元素提出来单独存

储。该存储方式仅需要两个数组：实型数组AA和

整型数据ICOL。

实型数组AA(肘+1)：AA数组前JJ、r个元素顺

序存储系数矩阵的主对角线元素，第Ⅳ+1个元素

为任意值；从第Ⅳ+2元素开始，按行存储除对角线

元素之外的其他非零元素。整型数组Ic0L(』lf+

1)：ICOL(1)=Ⅳ+2，从第2到第Ⅳ个元素存放系

数矩阵的各行第一个非零元素在AA中的位置，

ICOL(Ⅳ+1)=M+2；其他元素存放与AA数组对

应元素在系数矩阵中的列号。上述说明中肘为非

零元素个数，，v为方程的阶数。

分析四面体剖分系数矩阵中非零元素的分布规

律，编写了井+地激电三维有限元正演系数矩阵非零

元素MSR格式存储子程序¨41 MsR(Nx，NY，NZ，

IcOL，K)，其中Nx、NY和Ⅳz分别为直角坐标系

下石以名三个方向网格节点剖分个数，为输入参数；
Ic0L(肼+1)，K=M+l为输出参数，为实际的非零

元素个数。

下面介绍用sSOR-PCG迭代法求解方程组(8)

的过程。

对称系数矩阵置可写为对角阵D和严格下三

角阵E的和形式：置=D一层一露7，肘为鬈的SSOR

预条件矩阵，则

M1Ku=M“p，

M；(D一∞E)D_1(D一山E7)，

其中，∞E[0，2]，为松弛因子，通过试算来确定。

初始值，o=，一‰，％=肘～，o，吼=知，计算
吩=(0，弓)／(地，毋)

篱iH 2屯七仪一i

～=fi一谯iXqi
芬十1=M～“

岛=(0+-，弓+一)／(0，弓)

qi．、=zin+Biqi，

．，=O，1，2，3⋯，直至收敛。

由于预条件矩阵膨与系数矩阵眉具有相同的

稀疏性，同样也采用MsR压缩存储，整个迭代过程

只是系数矩阵非零元素的运算，计算量小，计算速度

快。

3 Jacobian矩阵计算

在方程(8)两边分别对模型参数求导。方程右

端项是电源项，与模型参数无关，得

当+置塑：o，
do’ bo

即 竺：一量一-§， (10)
ot， ol，

Jacobi锄矩阵A=(a口／a盯)与向量工的乘积

加：一量一1芒船， (11)
a‘，

考虑鬈的对称性，矩阵AT与向量，的乘积为

A■；一墨一-§◆。 (12)
Ut，

式(11)、式(12)说明，舭和A■的计算可以转化为
类似正演方程求解和矩阵相乘的相关运算，这就避

免了Jacobi蚰矩阵A的直接计算和存储。分析这两
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式右端项a肜a仃的计算，式(9)说明a肜d呒是仅与
第f单元的4个节点有关，其他元素为零，在正演计

算中已经计算出来，只需将其保存即可。

4反演算例

算例一。模型如图2所示，均匀半空间下方有

一个低阻高极化体和一个高阻异常体，p0=100 n·

m，可o=1％，pl=10 Q‘m，叼l=50％，p2=l 000 Q

·m，田：=1％；低阻高极化异常体顶部埋深^，=7

井

hl

—生一：；j cz
dl

。l| pl叶l r
a1 一

＼供电点
pn叼f)

井

h。㈧ln。
l p2叶2 r2

Hq甲，
图2算例一的地电模型

m，离钻孔距离d】=1 m，模型大小口l×61×c。=6 m

×4 m×2 m；高阻异常体^2=4 m，d2=5 m，02×62

×c2=3 m×4 m×3 m；井中供电地面观测，供电点

位于钻孔深度日=lO m处，地面测线沿z方向布

设，观测电极距删=l m，测点距l m，相邻测线距

1 m。以井口为坐标原点，通过三维有限元正演生成

地面9条测线(，，为一4—4 m)共270个视电阻率和

视极化率“实测数据”。

反演初始模型取均值，电阻率为100 Q·m，极

化率为l％。经过5次反演迭代，在计算平台(DeU

Workstation PWs650，Intel(R)Xeon(TM)CPU2．8

GHz 2．79 GHz，内存2．00 GB)上耗时约9．3 lllin

(ss0R·PCG迭代30次)，结束电阻率和极化率的反

演。

图3给出了2条测线下方电阻率和极化率反演

结果。对比已知模型，电阻率的反演结果基本圈定

了高、低阻异常体的位置、延伸范围及边界，低阻异

常体的反演电阻率数值基本逼近真实值，而高阻体

差异较大，在供电点周围，反演出现了一些多余的高

阻构造。极化率反演结果较电阻率的反演结果明显

要好，基本反映出了异常体形态和边界，在供电点位

置周围，极化率反演结果出现负值和小的多余构造。

分析井一地观测方式，客观上观测数据反映井中

供电点以上的地电信息更多一些，这是造成供电点

上部反演效果明显优于下部的主要原因。由于单点

的井中供电地面观测获取的数据信息量少，反演本

身的多解性导致了反演出现多余构造。

’幽·
§ ●

12 —8 —4 0 4 8 12

Ⅺm

图3算例一不同测线的电阻率和极化率反演结果
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算例二。二维山脊地形(图4)，山脊高lo m，

宽20 m，两侧坡度45。，钻孑L位于山脊侧坡上。45。

倾斜板状异常体位于地形下方偏钻孑L一侧，厚度2

m，z方向延伸6 m，)，方向延伸4 m。背景参数p。=

o充电点

图4算例二地电模型及供电点位置示意

100 Q·m，吼=1％，异常体参数p1=10 Q·m，叼l

=加％。地面测线沿茗方向布设，测点距1 m，相邻

测线距1 m，山顶对应坐标零点。

钻孔穿过异常体，揭露深度为7～9 m。为了增

加数据信息量，在钻孔中布设两个供电点，一个位于

钻孑L揭露的异常体中心位置上，深度8 m，另一个位

于异常体的下方，深14 m。在地面布设了7条测线

(y为一3～3 m)，通过三维有限元正演生成840个

“实测数据”(其中420个一次场电位数据，420个二

次场数据)。

为减少反演的多解性，将钻孔揭露异常体的位

置和电性(电阻率和极化率)作为已知模型m。对反

演加以约束，经过6次cc反演迭代，在计算平台上

耗时约11．4 min(Ss0R—PCG迭代30次)。图5为

不同测线上电阻率和极化率的反演结果。电阻率和

极化率的反演结果清晰地反映了异常体的位置、倾

向和延伸，数值上与已知模型参数值也比较接近。

图5算例二不同测线的电阻率(上)和极化率f下)反演结果

5结论

利用MsR非零元素存储和SSOR．PcG方程求

解技术实现了井一地三维激电的快速正演，为实现快

速反演奠定了基础。

从模型正演合成数据三维反演结果来看，由于

反演本身的多解性等原因，井．地激电反演出现了一

些虚假的多余构造，容易引起错误解释，合理利用钻

孔资料对反演进行约束可提高反演效果。基于共轭

梯度反演耗时约为分钟级，基本实现了井一地激电数

据的快速三维反演。

晖

总体上，井．地激电数据的反演对供电点上部区

域的反演效果明显好于下部区域，主要是由于井一地

观测方式获取的供电点上部区域信息更多一些。因

此，在井．地激电实际工作中，应尽可能把供电点至

于异常体的下方。另外，必要时可在井中多个位置

供电，多次观测，以增加观测数据信息量。
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’rHREE-DIMENSIoNAL FAST口叮VERSIoN oF BoREHoLE．SURFACE DATA

Lv Yu-zeng¨，匮巫]垂固2，PENG su．pin91

(1．＆勰研￡砌on4lo叮矿‰z ms0删∞d s氇而麒n咐，mi船踟血椰毋0，胁n魄世nch幽眇，＆咖谐100083，肌fM；2．cof姆e旷如砌
＆缸，嘲，ct埘机{№酊矿死砘肋o。町，，G“如541004，饥i眦)
Ab甜r丑ct：fla能d on明aIlaIysi3 of coe历cie呲mat—x fo咖ed f|mm th陀e．dimensional FEM(finite element nIelhod)fon忸r{d with tetrahe-

dml eeUg division，tlIe aulh啪med MSR(M0di6ed Sp岫e R唧)m帅ory Inethod粕d SSOR—PcG for∞lving eqIIati咖to realize tlle

f缸t forward of b0鹏hole-surface lP su“e—ng．The inversj呷technique is ba8ed on tlIe le鹊t-瓤I幽雌B and cI二(conjugate g怕dient)，and

jt ma|‘es useof the simpie rehtio璐hip between Jacobi鲫matrix A觚d the f0|啪rd e叩acion，which needs oIIIy to∞1ve and删I“p蛳唱
a vector and avoids direet calculat；on锄d aecess of腿trix．The 3一D fast inve璐ion with minutes of f’C time is achieved．The inver8i硼

r∞ults of tllr傥·dimen8ional borehole-su矗盯e forward synthetic data reproduce the known models approximateIy．

Key words：borehole—surf如e IP；induced pol“zation(IP)；le龃t-sqllar犸f缸t jnve璐i彻
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