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岩溶管道 (洞穴 )形态空间的数学描述
及分形计算研究

 

李文兴
(地矿部岩溶地质研究所 )

摘　要　本文给出了岩溶管道 (洞穴 )的数学模型 ,使岩溶管道 (洞穴 )

研究从形象描述进入到数学描述。 同时 ,笔者以杭州瑶琳洞为例 ,应用

经简化后的数学模型进行分维计算 ,求出反映洞穴空间形态复杂程度

的分形维数 ,为岩溶洞穴的定量研究提供了新方法。
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0　引　言

岩溶洞穴是岩溶介质中最典型的一种 ,是喀斯特现象的重要标志 ,它对地下水的储存和运

移起着很重要的作用 ,特别是它对地下水的运移和排泄是其它类型的岩溶介质难以比拟的。一

般来说 ,洞穴的宽度与洞穴的定义有密切的关系。国际洞穴联合会 ( ISU)将洞穴定义为人可以

进入的天然的地下空洞。1989年 D. C. Fo rd等定义喀斯特洞穴为直径或者宽度大于 5～ 10mm

的地下溶蚀空间 ,因为这是紊流的有效最小孔径。洞穴空间是极其复杂的 ,如果要将洞穴空间

用数学模型进行完整的描述 ,那么对洞穴断面上的每一个点都要进行测量 ,因为洞穴每一个断

面的数据都可能不一样 ,断面的周边也极不规则。从水动力学的角度来看 ,断面的变化必然要

产生局部阻力。因此 ,有必要对其形态空间进行数学描述及研究。

1　岩溶管道 (洞穴 )的数学描述

对任何事物进行定量分析 ,必须首先进行模型概化 ,然后再进行数学描述。为了描述岩溶

洞穴空间要素的方便 ,先给出两个定义 ,即洞穴的轴向和洞穴的径向。在岩溶管道断面形心上

沿洞穴长度方向的走向称为洞穴轴向。在岩溶洞穴断面形心上垂直于轴向而指向洞穴周边的
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方向称为径向。

1. 1　岩溶管道 (洞穴 )的一般数学描述

定义了岩溶洞穴的轴向和径向 ,不管洞穴多么复杂 ,都可以用一般数学来描述 ,即

s = s ( t )

r
→
= r

→
(s , r ) = f

→
(s , r ,θ)

( 1)

式中 , s= s ( t )是用弧坐标来描述洞穴轴向的方程。 假想一动点沿已知轨迹作曲线运动 ,在轨迹

上任意取一固定点 O (洞口 )为参考点。为了确定动点在轨迹的位置 ,把轨迹的一端定为正方

向 ,另一端定为负方向。动点在轨迹上某一瞬时 t的位置 ,可由参考点 O (洞口 )到瞬时点的那

段轨迹的长度——弧长 s ( t )表示 ,并根据动点在参考点的哪一边加上相应的正负号 ,这种带正

负号的弧长 s称为点的弧坐标。实际上 ,该方程描述的是一条曲线 ,即洞穴横断面形心的连线。

方程 ( 1)的第二式是用极坐标来描述的洞穴断面 (洞穴径向 )方程。 其中 , s为在断面形心上沿

轴向与参考点 (或洞口 )的弧长 (轴向长度 ) , r为垂直于洞穴轴向线 ,从洞穴断面形心到洞穴内

壁的距离 (径向距离 ) ,θ为逆时针围绕洞穴轴向转动的极坐标角度。

1. 2　岩溶管道 (洞穴 )一般数学方程的简化

方程式 ( 1)是描述岩溶洞穴的一般数学方程 ,要应用它来解决实际问题还比较困难。因为

对于一般岩溶洞穴 ,其洞穴内壁上任何一个点几乎都不是一个相同的值 ,其轴向线也不一定是

直线。因此 ,这个数学模型相当复杂。另外 ,从数学分析的角度上看 ,它是一个处处连续而又处

处不一定可导的数学模型。因为在洞穴的内壁上 ,这个复杂的曲面至今尚未找到有任何规律可

循。在对洞穴测量时 ,又不可能对洞穴的横向尺寸进行全面的测量。所以有必要将上述一般数

学模型进行简化。

在式 ( 1)中 ,如果不考虑极坐标角度θ的影响 ,即 r与θ无关 ,这也就是说在洞穴横断面的

任何方向上 r都相等。这时洞穴断面就变成一个半径为 r的圆 ,岩溶洞穴就成为一个变径的圆

形洞穴 ,其洞穴模型的数学表示为:

s = s ( t )

r
→
= r

→
(s , r ) = f

→
(s, r , )

( 2)

　　当然 ,式 ( 2)所描述的变径岩溶洞穴的断面圆心与实际岩溶洞穴断面形心还是在同一曲线

上 ,只是假想将洞穴的内壁进行了修整 ,使之变成圆周。式 ( 2)中各个变量的意义与式 ( 1)相同。

如果对 ( 2)再进行简化 ,考虑 r与 s无关 ,即在洞穴的任何断面上 (也就是不论 s为何值 ) ,

洞穴横断面都是半径相等的圆 ,这时岩溶洞穴变成断面为圆形的圆柱。 即:

s = s ( t )

r
→
= r

→
(r ) = f

→
(r )

( 3)

　　这种岩溶洞穴模型 ,在研究岩溶管道水运动机理上 ,可以用阻力元件对实体进行等效物理

模拟。 因为加阻力元件的等效管道已经考虑到物质的质量守衡和能量转换。 但这种模型不适

宜于数学模拟 ,因为它难以反映能量守衡。特别地 ,从水动力学的角度来看 ,它没有反映洞穴对

水流运动的局部阻力影响。 因此 ,对岩溶洞穴的描述 ,建立岩溶洞穴的数学模型 ,最好使用如

( 2)所示的数学模型。
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2　岩溶管道 (洞穴 )数学模型的分形研究

2. 1　岩溶管道 (洞穴 )数学模型的分形描述

以上虽然给出了岩溶洞穴的数学模型 ,如何应用这些模型 ,其困难是不言而喻的。 似乎用

基础数学研究岩溶洞穴介质已经到了山穷水尽的地步 ,但是分形理论给它带来了柳暗花明。

如果仅对岩溶洞穴的长度使用分形的方法来研究 ,不考虑岩溶洞穴的横断面 ,洞穴的维数

在 1～ 2维之间。如果对上述岩溶洞穴模型 ( 2)进行分形研究 ,就能比较全面的反映实际岩溶洞

穴 ,因为它至少考虑了岩溶洞穴空间形态。 由于岩溶洞穴空间的复杂性 ,可以预计岩溶洞穴的

维数大于 3。

根据豪斯道夫维数 ( Hausdorf f dimension)的定义
[1 ] ,对于一个客体 (这里是指岩溶洞穴 ) ,

如果度量其“容积” (管道容积 )的单位 (单位球 )半径为 R ,用该单位度量客体的结果 N ( R )满

足以下关系:

N (R ) = cR
- D

f ∝ R
- D

f ( 4)

则该客体的维数为 Df ,式中 c是不随 R而变化的常数。这里用大写“R”是为了区别上述数学

模型的小写“ r”。

将这种分形理论直接应用来描述实际岩溶洞穴 ,毫无疑问是较好的一种数学方法。考虑到

岩溶洞穴测量的困难程度 ,事实上不可能对岩溶洞穴的横向尺寸进行高密度的测量 ,因而以下

只对岩溶洞穴的数学模型 ( 2)进行有限度的分形理论应用 ,具体做法如下:

沿岩溶洞穴的轴向 ,每间隔一适当距离△ s ,取洞穴横向尺寸 r 1r 2 ,… , rn ,作为简化后洞穴

的半径 ,这时数学模型 ( 2)变成:

si = s ( ti )

r
→
= r
→
(si , ri ) = f

→
(si , ri )

( 5 )

式中 i= 1, 2,… ,n ,为洞穴横向尺寸的个数。实际上岩溶洞穴已经被一个个半径为 r1 , r 2 ,… , rn

的圆柱体所代替 ,当 n→∞时 ,洞穴模型 ( 5)趋于模型 ( 2)。

现在针对模型 ( 5)应用分形理论 ,求解其分形维数 ,研究岩溶洞穴空间的复杂性。由于岩溶

洞穴已经被简化成一个个圆柱体 ,对这样的岩溶空间 ,采用不同半径 ( R )的小圆球来填充。 然

后计算填充洞穴所用小圆球的个数 ,再取其豪斯道夫维数。下面以瑶琳洞为例说明具体求维数

的方法。

2. 2　瑶琳洞穴特征与分形计算

瑶琳洞穴位于杭州市所辖的桐庐县城西北 25km的瑶琳洞
[ 2] ,其洞穴纵剖面图如图 1所

示。

瑶琳洞的主洞走向主要是: N E30°～ 60°SW ,有 5个洞段 ,洞道长约 354m,占全洞道总长

的 38. 3% ; N EE60°～ 90°SWW ,有 6个洞段 ,长约 352m,占 37. 9% ,即二者洞道走向长度之和

占全洞道总长的 76. 2% 。其他走向为次 , N EE0°～ 30°SSW ,有 2个洞段 ,长约 88m ,占 9. 5% ;

NNW0°～ 30°SSE,有 1个洞段 ,长约 12m,占 1. 3% ; NW30°～ 60°SE,有 3个洞段 ,长约 66m ,

占 7%。 NW30°～ 60°SE,有 2个洞段 ,长 56m,占 6% 。该四者洞道走向长度之和 ,占全洞道总

长的 23. 8%。
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图 1　瑶琳洞洞穴图

Fig. 1　 Yao lin cave

2. 2. 1　洞穴断面尺寸数据的提取

按照上述岩溶洞穴数学模型 ( 5)的要求 ,要提取瑶琳洞洞穴断面尺寸数据 ,在图 1上分别

每间隔 1cm(当然还可取更小的间隔 )量其横断面尺寸。量取数据的方法是:在沿其轴向取垂直

该轴向的断面 ,量该断面的高度 ,以这一尺寸代表模型的直径 ,数据见表 1。

表 1　瑶琳洞洞穴横断面尺寸　　　　单位: m

Tab. 1　 Cross section size o f Yao lin cave

距洞口

距离

断面

直径

距洞口

距离

断面

直径

距洞口

距离

断面

直径

距洞口

距离

断面

直径

距洞口

距离

断面

直径

距洞口

距离

断面

直径

20 4 160 36 300 50 440 64 580 54 720 18

40 12 180 36 320 56 460 58 600 28 740 16

60 14 200 22 340 66 480 54 620 24 820 4

80 38 220 22 360 58 500 26 640 26 840 2

100 48 240 24 380 62 520 14 660 20 860 4

120 44 260 14 400 50 540 26 680 16 880 4

140 40 280 22 420 56 560 30 700 20 900 4

2. 2. 2　分形维数的计算

已经简化的岩溶管道模型 (表 1)是由 45个直径为 2r ,高度为 s的圆柱构成的 (如果分得

更细 ,圆柱体的个数更多 )。现在分别用半径为 R的小圆球去度量 (充填 )该管道模型空间 ,度

量尺度 R就是分形的标度。对应度量标度 R的测量结果为 N ( R )。N ( R )也就是以半径为 R的

小球充满管道模型时的小球的总个数。度量结果见表 2。可见 ,N ( R )随 R的不同而变化。

填充管道模型的工作量非常大 ,完全靠计算机来完成。计算机工作过程是这样的:

首先求出直径为 2r的圆中所包含半径为 R的小圆的个数。由于填充的起点和过程的不

同 ,还可能造成小圆的总个数稍有不同。这里是以模型的圆心为起点 ,以填充小圆最紧密 ,填充

小圆个数最多为条件。
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表 2　瑶琳洞分形统计表

Tab. 2　 Fractal sta tistics o f Yao lin cave

测量标度

R (m )

测量结果

N (R )

测量标度

R (m )

测量结果

N (R )

测量标度

R (m )

测量结果

N (R )

测量标度

R (m )

测量结果

N (R )

测量标度

R (m )

测量结果

N (R)

1 117240 7 153 13 20 19 7 25 3

2 13445 8 120 14 11 20 6 26 2

3 3282 9 95 15 9 21 3 27 2

4 1174 10 59 16 8 22 3 28 2

5 688 11 17 17 8 23 3 29 1

6 233 12 16 18 8 24 3 30 0

然后再考虑填充圆柱体的高度为 si ,填充是以圆柱的底面为起点 ,向另一底面逐层填充 ,

也是以填充个数最多、最紧密为条件。

计算过程框图见图 2。计算结果见表 2。

图 2　瑶琳洞分维填充计算框图

Fig. 2　 The block diag ram of fr actal filling in Yao lin cave

117第 16卷　第 2期　　　　　李文兴: 岩溶管道 (洞穴 )形态空间的数学描述及分形计算研究　　　　　　　　



将填充小球的半径 R视为自变量 ,小球的个数 N ( R )看作因变量 ,作 lnR- lnN ( R )图 (图

3)。

图 3　瑶琳洞分维计算 lnN( R)和 lnR关系图

Fig. 3　 The relation betw een ln N (R) a nd ln R for fractal calcula tion in Yao lin cave

将图 3中最接近于直线的一段用回归的方法 ,进行直接回归拟合 ,求出 R依赖于 N (R )的

关系 ,其回归方程为:

lnN ( R ) = 17. 1965 - 3. 405 lnR ( 6)

　　方程的斜率 3. 405就是该岩溶洞穴的分形维数 Df。 依据分维理论及图 3的分维图 , R的

无标度区为 [1, 10 ]。

3　认识与结论

( 1)本文给出了 4个岩溶管道 (洞穴 )模型: 即

s = s ( t )

r
→
= r

→
(s , t ) = f

→
(s , r ,θ)

　 ( 1)

s = s ( t )

r
→
= r

→
(s , r ) = f

→
(s , r , )

　 ( 2)

s = s ( t )

r
→
= r

→
(r ) = f

→
(r )
　 　　 ( 3)

s = s ( ti )

r
→
= r

→
(si , ri ) = f

→
(si , ri )

　 ( 4)

　　　　　 　　　　　　　　　 i= 1, 2,… ,n。

四个模型性质相同。根据不同的应用 ,选取不同的模型。模型 ( 1)具有理论上的意义 ,为一

般洞穴模型 ;模型 ( 2)或 ( 4)适用于数学描述和计算 (如进行分维计算 ) ,其中模型 ( 2)为连续变

径洞穴模型 ,模型 ( 4)为离散变径洞穴模型 ;模型 ( 3)为圆柱型洞穴模型 ,可用来研究岩溶管道

水的运动等 ,但该模型过于简单。

( 2)以上对岩溶洞穴进行了数学描述 ,其数学模型不但可以应用在分形计算上 ,还可以应

用在其他方面。当然 ,具体应用并非一件容易的事。 本文进行的分形计算 ,只是对所给出数学
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模型的应用。 至于它与地质条件的联系 ,现正探求之中。

本文在完成过程中得到郭纯青研究员 ,夏日元副研究员 ,王刚工程师等课题组成员的大力

支持 ,在此一并表示感谢。
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M ATHEM AT IC MODEL AND FRACTAL CALCU LAT ION

OF THE FORM O F KARST CAV E VO ID

Li Wenxing
( Institute of Karst Geology, MGMR )

Abstract

A ma thematic model o f karst cave is established, which makes it po ssible to tur n mo r-

pho logic description of ka rst cave into mathematic. Taking Yaolin cave as an example, the au-

thor makes f racta l calculation by a simplified mathematic model and obtains f ractal dimension

ref lecting the complexi ty o f the form of cave void. It wi ll o ffer a new w ay to quanti tativ e re-

search on karst cave.

Key words　 Mathema tic model　 Cave　 Dimension
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